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Предложено новое точное аналитическое решение уравнений гравитационного поля 
Эйнштейна, описывающее равновесное состояние шарового слоя анизотропного 
вещества, находящегося во внешнем сферически-симметричном шварцшильдовом поле 
центрального гравитационного источника. Найдены области допустимых значений 
параметров решения, при которых оно имеет физический смысл. Полученное решение 
может быть использовано в релятивистской астрофизике для описания свойств вещества 
вблизи компактных гравитационных объектов. 

Ключевые слова: анизотропное вещество, точное решение, гравитационная оболочка, 
сферически симметричный объект. 

A new analytical exact solution of the Einstein gravitational field equations is proposed, which 
describes the equilibrium state of a spherical layer of anisotropic matter located in an external 
spherical symmetric Schwarzschild field of a central gravitational source. The ranges of ad-
missible values of the solution parameters are found using conditions at which the obtained so-
lution has a physical meaning. The obtained solution can be used to describe the surrounding 
matter properties in the close environment of gravitational compact objects in relativistic ast-
rophysics. 
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I. Введение 

Статические решения уравнений Эйнштей-
на с тензором энергии-импульса идеальной жид-
кости в случае сферической симметрии широко 
используются в астрофизических приложениях 
общей теории относительности в качестве моде-
лей нейтронных, сверхмассивных звезд и белых 
карликов [1-14]. С их помощью удается иссле-
довать основные закономерности распределения 
вещества, находящегося в механическом и тер-
модинамическом равновесии. В гравитационном  
поле,  создаваемом   сферическим   источником,  
распределение изотропного давления вещества 
является монотонно убывающей функцией ради- 

 
альной координаты r [2, 15, 16]. По этой причи-
не в общей теории относительности в соответст-
вии с условием гидростатического равновесия 
невозможно существование равновесного шаро-
вого слоя вещества в собственном поле тяготе-
ния, так как давление с необходимостью должно 
обратиться в нуль при двух различных значени-
ях r. Но ситуация кардинально изменяется, если 
в тензоре энергии-импульса T ν

µ  давление веще-
ства анизотропное. Диагональные элементы тен-
зора энергии-импульса будут 0

0 ,T = −µ  
1

1 rT p= , 2 3
2 3T T p⊥= ≡ , где µ – плотность массы, а 
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rp и p⊥  интерпретируются соответственно как 
радиальное и тангенциальное давления. Условия 
сшивки шарового слоя с пустой областью мира 
не налагают при этом условий на тангенциаль-
ное давление p⊥ , а pr = 0 при двух значениях r = 
R1 и r = R2 радиальной координаты. Это требо-
вание выполняется, если распределение ради-
ального давления имеет вид: 

1 2( )( )( )rp f r r R R r= − − ,               (1) 

где положительная функция f(r) определена в 
интервале R1 < r < R2. 

Статические решения уравнений 
Эйнштейна данного типа для шарового слоя 
вещества были получены в работах [17-19]. 

II. Основная часть 

Проведенное нами исследование показало, 
что возможным оказывается также равновесное 
состояние шарового слоя вещества, находящего-
ся во внешнем шварцшильдовом поле произ-
вольного центрального источника. 

Запишем в шварцшильдовых координатах 
2 2 2

2 2 2 2

exp( ( )) exp( ( ))
     ( sin )
ds r dt r dr

r d d
= − λ + ν +

+ θ + θ ϕ
          (2) 

систему уравнений Эйнштейна: 

2 2
1 1exp( )( ) 8

r r r
′ν

−ν − + = πµ ;                    (3) 

2 2
1 1exp( )( ) 8 rp

r r r
′λ

−ν + − = π ;                    (4) 

2

exp( )( ) 8
2 4 4 2

p
r ⊥

′′ ′ ′ ′ ′ ′λ λ λ ν λ −ν
−ν + − + = π .      (5) 

Здесь штрихами обозначены производные 
по r; скорость света с и гравитационная посто-
янная G равны единице. 

Перепишем теперь уравнения (3) и (4) сле-
дующим образом: 

( )exp( ) 1 m r
r

− = −ν ,                           (6) 

3

2

8 ( )
( )[1 ]

rp r m r
m rr

r

π +′λ =
−

,                           (7) 

где 

1

2( ) 8
r

R

m r r dr= π µ∫ .                           (8) 

Если принять в равенстве (1) 
2( ) / , ,f r A r A const= =                   (9) 

а плотность массы 
3
8
B constµ = =
π

,                      (10) 

то, решив систему (6)-(7), для гравитационного поля 
такой конфигурации можно получить следующую 
квадратичную форму пространства-времени: 

1 2

1 2
1 2 1 2

2 2 1 2 2 2 2 2 8

1 1 84 ( ) ( )2 22

(1 ) ( sin )

(1 ) (1 ) ,

AR R

R R AA R R R R
BB B

ds Br dr r d d Cr

Br Br dt

− − π

+ π
π − + − +

= − + θ + θ ϕ −

× − +
(11) 

где С – константа интегрирования, а R1 и R2 –          
соответственно внутренняя и внешняя границы 
шарового слоя вещества. Выражение для тан-
генциального компонента давления имеет вид: 
 
 

1 2
2 2

2
1 2

1 22 2

2
3 2

( )( ) 232 (1 ) ( )( )
1

R R r
B r rр A

r R R r ABr B r R R r
Br r

⊥

+ −⎧ ⎫+⎪ ⎪⎪ ⎪= + ⎨ ⎬− − ππ − ⎡ ⎤⎪ ⎪+ + − −⎢ ⎥⎪ ⎪−⎩ ⎣ ⎦⎭

.                            (12) 

На внешней границе r = R2 слоя решение (11) 
гладко  сшивается с внешним  решением  Шварц- 
шильда, если  

3
2/B R= α ,                                   (13) 

( )

( )

1 2
1 2 31 2 3

22

1 23
2

3 14 ( )8 2 //2 2

8 ( )
/

2

1 ( / )

1 ( / )

R RA R RAR R RR

A R R
R

C R R

R

+
− π − +π

αα

− π
+

α

= − α ×

× + α
. 

(14) 
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Здесь α – гравитационный радиус всей конфигу-
рации. 

На внутренней же границе r = R1 решение 
(11) сшивается с решением 

 
2 1 2 2 2 2 2 2(1 ) ( sin ) (1 ) ,ds dr r d d D dt

r r
−α α

= − + θ + θ ϕ − −                                             (15) 

где                3
1 2( / )R Rα = α                                (16) 

                                                                            

является гравитационным радиусом источника в 
центре симметрии, а 

1 2
1 2 3 1 23 322 2

1 2

3 1 84 ( )2 // /
8

22 2
2

1 11

2 22 2

11

11

R R AA R R R RRR R
AR R RR RD

R RR
R RR R

⎛ ⎞+ π⎜ ⎟− π − + − +⎜ ⎟αα⎝ ⎠ α

π

⎡ ⎤ ⎛ ⎞αα⎢ ⎥ +− ⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟α⎛ ⎞⎝ ⎠ α⎢ ⎥ +⎜ ⎟− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

.                                  (17) 

III. Обсуждение результатов 

Как видно из формул (1) и (9), радиальное 
давление pr максимально при  

1 2

1 2

2R Rr
R R

= α
+

 

и спадает до нуля на обеих границах шарового 
слоя.  Тангенциальный  компонент  давления  р⊥  
 

 
монотонно возрастает от минимального значения 
на внутренней поверхности слоя до максимума на 
внешней границе. Физические условия положи-
тельности и ограниченности величин µ, pr и р⊥ и 
энергодоминантности (µ≥pr, µ≥p⊥) во всей облас-
ти шарового слоя налагают ограничения на воз-
можные значения параметров А и α/R2: 

2 3
1

2 2
6 1 1
2 1 2 2 1

2 2 2 2

30 ,

8 1 ( ) (3 )

RA
R RR R R R R

R R R R

α
〈 〈

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞α α⎢ ⎥ ⎢ ⎥π − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                                         (18) 

2

4
5R

α
≤ .                                                                           (19)

Особо следует рассмотреть случай А = 0, ко-
гда радиальное давление тождественно равно ну-
лю, а тангенциальное – положительно в любой 
точке сферической поверхности радиуса r (R1 ≤ r 
≤ R2). Решения уравнений Эйнштейна с pr = 0 и 
р⊥≠ 0, интерпретируемые как модели сферически-
симметричных кластеров частиц, движущихся по 
произвольно ориентированным циркулярным ор-
битам в собственном поле тяготения (полный 
момент импульса системы равен нулю), исследо-
вались в работах [20-28]. Из равенств (12) и (10) 
при А = 0 следует:  

2 2 2

2 2
3 1 .

232 (1 ) 2(1 )
B r Brр

Br Br⊥ = = µ
π − −

            (20) 

Используя статистическое соотношение между 
давлением и плотностью массы 2 / 2р⊥ = µυ , 
можно определить аналог классической 3-
скорости частиц в шаровом слое: 

2 2
2

2 2
3
2 3

2

.
2(1 )

2 1

Br r
Br rR

R

α
υ = =

− ⎛ ⎞α
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

            (21) 

Значения этой функции монотонно возрас-
тают с ростом r. Максимум скорости υ(R2) = 1 
достигается при α/R2 = 2/3. Следовательно, до-
пустимые значения параметра α/R2 ограничены 
неравенством 

2/ 2 / 3Rα < .                           (22) 
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Если через 3
2( ) ( / ) / 2M r r R= α  обозначить 

массу, заключенную внутри сферы радиуса r, то 
выражение (21) для скорости движения частиц 
вдоль поверхности этой сферы можно записать 
следующим образом: 

( )
2 ( ) .

1 2 ( ) /
M r

r M r r
υ =

⎡ − ⎤⎣ ⎦
                       (23) 

Ньютоновский аналог последней формулы 
имеет вид: 

2 ( ) / .M r rυ =  

IV. Заключение 

Следует особо отметить, что полученное 
аналитическое решение уравнений Эйнштейна 
(для шарового слоя вещества с источником в цен-
тре симметрии) является новым, и ссылки на по-
добные решения в литературе отсутствуют. Мо-
дели, построенные на основе данного решения, 
могут быть использованы в астрофизике для объ-
яснения физических свойств наблюдаемых реля-
тивистских объектов. 
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Марказий гравитацион манбаънинг таш±и сферик 
симметрик Шварцшильд майдонида жойлашган 
сферик анизотроп модда ±атламининг мувозанат 
³олатини тасвирлайдиган Эйнштейн гравитацион 
майдон тенгламаларининг янги аналитик ани± 
ечими топилди. Ечим параметрлари ±ийматлари 
мавжуд бўлган диапазон, бу ечимнинг физик 
маънога эга бўлиш шартлари ор±али топилган. 
Олинган ечим релятивистик астрофизикада 
гравитацион компакт объектларнинг я±ин 
атрофидаги модда ³олатини тасвирлаши мумкин. 

Калит сўзлар: анизотропик мода, ани± ечим, гра-
витацион ±атлам, сферик симметрик объект. 


