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Показано, что основной вклад в двухфотонный линейно-циркулярный дихроизм в узко-
зонных полупроводниках вносят оптические переходы, протекающие из подзоны легких 
дырок в зону проводимости. Парциальные коэффициенты межзонного двухфотонного 
поглощения света, отличающиеся друг от друга типами оптических переходов, анализи-
рованы в зависимости от степени поляризации света, также проведен количественный 
анализ коэффициента линейно-циркулярного дихроизма двухфотонного поглощения 
света. Получены выражения для спектральной зависимости коэффициента межзонного 
двухфотонного поглощения света в узкозонных полупроводниках в модели Кейна. 

Ключевые слова: начальное, виртуальное и конечное состояния, междузонное двухфо-
тонное поглощения света, приближение Кейна, оптический переход, полупроводник. 

It is shown that the main contribution in the two-photon linear-circular dichroism in narrow-
gap semiconductors is made by optical transitions proceeding from the subband of light holes 
to the conduction band. The dependences of the partial coefficients of interband two-photon 
absorption of light, which differ from each other by the types of optical transitions, are ana-
lyzed, depending on the degree of polarization of light, and a quantitative analysis of the coef-
ficient of linear-circular dichroism of two-photon absorption of light is carried out. Expres-
sions for the spectral dependence of the coefficient of interband two-photon absorption of light 
in narrow-gap semiconductors in the Kane model are obtained. 

Keywords: initial, virtual and final states, interband two-photon absorption of light, Kane's approxima-
tion, optical transition, semiconductor.
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I. Введение 

Нелинейное поглощение поляризованного 
света, обусловленное оптическими переходами 
(ОП) между подзоннами легких и тяжелых дырок 
валентной зоны полупроводника, и его линейно-
циркулярный дихроизм рассмотрены в [1-9].  

Нелинейное многофотонное поглощение све-
та в полупроводнике со сложной валентной зо-
ной, обусловленное прямыми оптическими пере-
ходами между подзонами тяжелых и легких ды-
рок и зависящее от степени поляризации света ис-
следовано в [1-5]. В этих работах считается, что 
нелинейность в зависимости коэффициента одно-

фотонного поглощения от интенсивности возни-
кает за счет резонансного насыщения поглоще-
ния, обусловленного фотоиндуцированным изме-
нением функций распределения легких и тяжелых 
дырок в области импульсного пространства вбли-
зи поверхности (k) (k) 0hh hlE E− − ω = , соот-
ветствующей условию резонанса. Здесь 

(k)( (k))hh hlE E − энергетический спектр тяжелых 
(легких) дырок, ω − частота света. В [1, 2, 6] ис-
следован многофотонный линейно-циркулярный 
дихроизм (ЛЦД) в p-Ge в режиме развитой нели-
нейности, когда в поглощение вносят сопостави-
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мый вклад n-фотонные процессы с n=(1−5). Ли-
нейно-циркулярный двухфотонный дихроизм, 
обусловленный оптическими переходами элек-
тронов между валентной зоной и зоной проводи-
мости был предсказан в [7]. В [4] исследованы 
четырехфотонные процессы в полупроводниках, 
обусловленные оптическими переходами между 
подзонами валентной зоны.  

Однако вопрос о ЛЦД межзонного двух-
фотонного поглощения света (ДФПС), а также о 
спектральной и температурной зависимостях 
коэффициента ДФПС в узкозонных полупровод-
никах в модели Кейна остается открытым, чему 
посвящена данная работа. 

II. Коэффициент межзонного двухфотон-
ного поглощения света и его линейно-
циркулярный дихроизм 

В этом разделе получим выражение для 
спектральной зависимости коэффициента 
межзонного ДФПС в узкозонных полупровод-
никах в модели Кейна. В расчетах используем 
метод расчета, предложенный в [5-9]. Отметим, 
что коэффициент многофотонного поглощения 
света состоит из парциальных составляющих, 
которые по своей природе зависят от того, в какой 
зоне находятся носители тока как в исходном, так 
и в виртуальном состояниях.  

В дальнейших (промежуточных) расчетах 
вместо ( ) ( )2 ( )L cond cond Lk

f f E E F k− δ − − ω∑  исполь-

зуем выражение 3 2
, ,(1 / (2 ) ( )c L c LF k kπ , где kc,L − 

волновой вектор, определяемый из закона 
сохранения энергии: 2 0c LE E− − ω= . В частности, 
в сферическом приближении в энергетическом 
спектре носителей тока, т.е. в случае 

(0) 2 2( / 2 )L LLE E k m= + , волновой вектор носителей 

тока, участвующих в межзонных ОП, 
определяется как 2 ( , ) 2

, (2 ) / (2 )c L
c L gk E+= µ ω− , где 

( , ) / ( )c lh
c L c Lm m m m+µ = +  − приведенная эффек-

тивная масса, mL − эффективная масса носителей 
тока в зоне (или подзоне) с номером L. В частно-
сти, при L=c для зоны проводимости, тогда 

(0) ,gLE E=  если ( )L lh hh=  для подзоны легких 

(тяжелых) дырок валентной зоны, тогда (0) 0LE = . 
Частотная зависимость знаменателей в 

матричных элементах определяется законом 
сохранения энергии, типом ОП и виртуальных 
состояний. Н-р, если виртуальные состояния 
находятся в валентной зоне, а исходное – в 
подзоне тяжелых дырок, тогда знаменатель в 
матричном элементе данного перехода 
определяется выражением  

( )2c hh lh
hh lh g

hh c lh

m m mE E E
m m m

−
− − ω= ω− + ω

+
,  

если этот переход происходит из подзоны легких 
дырок, тогда знаменатель в матричном элементе 
данного перехода определяется как 

( )2c hh lh
lh hh g

lh hh c

m m mE E E
m m m

−
− − ω = ω−

+
, 

где учтены соотношения: 
2 / 2 hhA B m− = ,   2 / 2 lhA B m+ = . 

В дальнейшем рассчитаем парциальные 
коэффициенты двухфотонного поглощения, 
отличающиеся друг от друга типом ОП. 

а) исходное состояние находится в подзоне 
тяжелых дырок валентной зоны. В этом случае 
коэффициент межзонного двухфотонного погло-
щения света определяется выражением  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

22 2 2 2
0, 1/2; , 3/2 ,

22

2 222 2 2
0

2

22 2
0

(2 / )(2 / ) /

2( ) ( )

(1 4 / ) / 2( ) / ( )

2 /

(1 4 / ) /

cVC V C hh

z lh hh

cV z lh hh

z lh hh

K I eA c P k

A B e e e B E E

eA c P k A B e e e B E E

Be e E E

eA c P

± ±

′+ −−

′ω + −−

−

ω

= π ω Ξ ×

⎛
⎜ ′ ′− − ω + − − ω
⎜× +⎜

⎡ ⎤⎜ ′ ′+ α ω − − ω + − − ω⎜ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝

′ ′ − − ω
+

+ α ω ( )
2 2

,
2 /cV z lh hhk Be e E E−

⎞
⎟
⎟
⎟

⎡ ⎤ ′ ′ − − ω ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎠

        (1) 
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или 

( ) ( )
( )

( ) ( )
3/2 2( , ) 22

2 20
, 1/2; , 3/2 , 1/2; , 3/23 3

8 1 2 2 2 ,
2

c hh
c

g hh g cVC V C V
c hh

m eAK E f E P k
I m m c

+
± ± ± ±

µ ⎡ ⎤⎡ ⎤π ⎛ ⎞= ω ω− ω− ℜ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎢ ⎥π ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
     (2) 

здесь 
( ) ( ) ( )2

, 2C L L cond cond L
k

f f E EΞ = − δ − − ω∑ , cVP  − параметр Кейна [11, 12], x ye e ie±′ ′ ′= ± ,     

символ ...  означает усреднение по телесным углам волнового вектора носителей тока, 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2 22
2
, 1/2; , 3/2

222
2 2

C, 1/2;V, 3/2 C, 1/2;V, 3/22

2( )1 2
4

2
15

z z
C V

lh hh lh hh

lh hh

A B e e e B e eB
E E E E

B A B a b
B E E

′+ −− −
± ±

± ± ± ±

′ ′ ′ ′−
ℜ = + + =

π − ω − − ω − − ω

⎡ ⎤⎛ ⎞− ω⎛ ⎞⎢ ⎥= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − ω⎢ ⎥⎝ ⎠ω ⎝ ⎠⎣ ⎦

,      (3) 

которое в сферическом приближении в энергетическом спектре носителей тока принимает вид 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

2
22

2, 2 2
, 1/2; , 3/2 , 1/2; , 3/2 , 1/2; , 3/22 2

16
215

sfer hh c lhlh
C V C V C V

c hh lh ghh lh

m m mmB a b
m m m Em m
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⎡ ⎤⎛ ⎞ω +⎢ ⎥⎜ ⎟ℜ = +⎢ ⎥⎜ ⎟− ω− − ωω − ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
(4) 

где для линейно-(или циркулярно)-поляризо-

ванного света ( )2
, 1/2; , 3/2 2,C Va ± ± =  ( )2

, 1/2; , 3/2( 9),C Va ± ± =

( )2
, 1/2; , 3/2 3C Vb ± ± = , ( ( )2

, 1/2; , 3/2 13C Vb ± ± = ). В этом 

случае коэффициент ЛЦД для этих ОП зависит от 
частоты света и зонных параметров; 

б) если исходное состояние находится в под-
зоне легких дырок, тогда получим 
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или  
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( ) ( )
2 2 22

2 20
,, 1/2; , 1/2 , 1/2; , 1/2

32 1 ,
3
сV

c lhC V C V
eA P k

K
I c± ± ± ±

π ⎛ ⎞= ω Ξ ℜ⎜ ⎟
⎝ ⎠

          (6) 

здесь 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 22 2
2
, 1/2; , 3/2

222
2
, 1/2; , 1/22

3 ( )1 2 2 2( )
4

34 ,
15

′+ −
± ±

± ±

′ ′+
ℜ = + + + =

π − − ω − ω − ω

⎡ ⎤⎛ ⎞+ ω⎛ ⎞⎢ ⎥== + ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − ω⎢ ⎥⎝ ⎠ω ⎝ ⎠⎣ ⎦

z z
C V

hh lh

C V
hh lh

Be A B e e eA B
E E

B A B a
B E E

 (7) 

которое в сферическом приближении в энергетическом спектре носителей тока принимает вид 

( ) ( )
( ) ( )

( )

2

224
2, 2

C, 1/2;V, 1/2 C, 1/2;V, 1/22
2 34 ,

15 4 2

sfer hh lh hh

c hh lhhh lhhh lh g
hh c lh

m m m
am m mm mm m E

m m m

± ± ± ±

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎛ ⎞ ω⎢ ⎥⎜ ⎟ℜ = +⎜ ⎟⎢ ⎥−− ⎜ ⎟ω ⎝ ⎠ ω− + ω⎢ ⎥⎜ ⎟+⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

   (8) 

где для линейно(циркулярно)-поляризованного 
света ( )2

C, 1/2;V, 1/2 8a ± ± = ( )2
C, 1/2;V, 1/2( 7)a ± ± = , коэффи-

циент ЛЦД для этих ОП не зависит от частоты 
света и равен 8/7. 

Пусть теперь виртуальные состояния но-
сителей тока находятся в зоне проводимости. То-
гда, если исходное состояние находится в подзоне 
тяжелых дырок валентной зоны: 

( ) ( )
24 2

2 20
,lC, 1/2;V, 1/2 C, 1/2;V, 1/2

2 12 ,cV
c h

c

eA P kK
I c m± ± ± ±

⎛ ⎞π ⎛ ⎞= ω Ξ ℑ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠
          (9) 

( )
222

2
C, 1/2;V, 1/2 2 22 22 2 22 20 0

2 2 2 2

2
,

1 1 1 11 4 1 4 2
3 3

zz

cV z cV z
c c

ee e

eA eAP k e e P k e
c m c m

+
± ±

ω ω
+

′′ ′
ℑ = +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ωω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
(10) 

из которого без учета вклада эффекта когерентно-

го насыщения в ( )2
C, 1/2;V, 1/2K ± ±  получим, что для

света с линейной (циркулярнoй) поляризацией 
( )2
C, 1/2;V, 1/2 8 /15± ±ℑ = ( )( )2

C, 1/2;V, 1/2 7 /15± ±ℑ = , а коэф- 

фициент ЛЦД равен 7/8. 

Пусть теперь виртуальные состояния носите-
лей тока находятся в спин-орбитальной протя-
женной зоне. Если исходное состояние находится 
в подзоне тяжелых дырок валентной зоны, тогда 
получим, что 

( )
( )

( )
22

2 20
,C, 1/2;V, 3/2 C, 1/2;V, 3/2

2 1 12
2

cV
c hh

hh

eA BkPK
I c E E± ± ± ±

∆

⎡ ⎤π ⎛ ⎞= ω Ξ Φ⎢ ⎥⎜ ⎟ − − ω⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
,         (11) 
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здесь 

( )

( )

( )

2
2

C, 1/2;V, 3/2 22
20

2 2

22

22 220
2 2

11 4
2

11 4
2

z

cV
z

hh

cV

hh

e e

eA BkP e e
c E E

e

eA BkP e
c E E

−
± ±

ω
−

∆

⊥

ω
⊥

∆

′ ′
Φ = +

⎡ ⎤α ⎛ ⎞ ′ ′+ ⎢ ⎥⎜ ⎟ − − ωω ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

′
+

⎡ ⎤α ⎛ ⎞ ′+ ⎢ ⎥⎜ ⎟ − − ωω ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,              (12) 

из которого без учета вклада эффекта 

когерентного насыщения в ( )2
C, 1/2;V, 1/2K ± ±  получим,

что для света с линейной (циркулярной) 
поляризацией коэффициент ЛЦД равен 2/3. 

Если теперь исходное состояние находится в 
подзоне легких дырок валентной зоны, тогда ко-
эффициент двухфотонного поглощения поляризо-
ванного света определяется как 

( )
( )

( )
22

2 20
,C, 1/2;V, 1/2 C, 1/2;V, 1/2

2 1 12 ,
6

cV
c lh

hh

eA BkPK
I c E E± ± ± ±

∆

⎡ ⎤π ⎛ ⎞= ω Ξ × Φ⎢ ⎥⎜ ⎟ − − ω⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
              (13) 

( )

( )

22 2
2

C, 1/2;V, 1/2 22
22 20

2 2

2

22 2
20

2 2

3 4

11 4 3 4
6

1 11 4
3

z

cV
z

hh

z

cV z
c

e e

eA BkP e e
c E E

e e

eA P k e e
c m

′±
± ±

ω
′±

∆

+

ω
+

′ +
Φ = +

⎡ ⎤α ⎛ ⎞ ′+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ω − − ω⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′
+

⎡ ⎤α ⎛ ⎞ ′ ′+ ⎢ ⎥⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,        (14) 

из которого без учета вклада эффекта 

когерентного насыщения в ( )2
C, 1/2;V, 1/2K ± ±  получим,

что для света с линейной (циркулярной) 
поляризацией коэффициент ЛЦД равен 3/2. 
Отметим, что суммарный коэффициент двух-
фотонного поглощения света (ДФПС) ( )(2)

,VcK

определяется суммой перечисленных выше 
парциальных коэффициентов ДФПС.  

Таким образом, основной вклад в ЛЦД 
ДФПС вносят ОП, протекающие из подзоны 
легких дырок в зону проводимости. 

Далее вычислим спектральную зависимость 
суммарного коэффициента ДФПС в модели Кейна  
и будем использовать следующие выражения для 
энергетических спектров носителей тока в 
параболическом приближении:  
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.             (15) 

Здесь ( )gE ∆  − ширина запрещенной (спин-

орбитальной) зоны, сVP  − параметр Кейна [10, 
11]. Тогда спектральная зависимость 
коэффициента двухфотонного поглощения 
линейно поляризованного света в области малых 
значений волнового вектора носителей тока 
запишется как 

( )(2) (0) (2, )
, , ,

2l
c V c V c V

g
K K

E

⎛ ⎞ω
ω = ℑ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.        (16) 

Здесь 
2

(0)
, 2 2 3

4
,cV

c V
g

e P
K

c n Eω

π
= g soE E  для случая

l=1, g soE E  для случая l=2;

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
1/2 3/23/2

4 2(2,1)
,V 3 2 5

1 24 480 9 1 40 1 96
15 6 1 3 1 1

c

⎡ ⎤ξ + ξ +ξ ⎢ ⎥ℑ ξ == + ξ + + ξ + +
⎢ ⎥ξ + ξ + ξ +⎣ ⎦

,  (17)

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )
1/2 3/23/2

4 2(2,2)
,V 3 2 5

1 232 36 1 2 1 6
15 1 3 1 1

c

⎧ ⎫ξ + ξ +ξ ⎪ ⎪ℑ ξ == + ξ + + ξ + +⎨ ⎬
ξ + ξ + ξ +⎪ ⎪⎩ ⎭

,      (18) 

где ( )2 /g gE Eξ = ω − .

На рис. 1 и 2 представлена зависимость 

( )(2)
,c VK ω  для InSb в двух случаях: для g soE E

и g soE E . В расчетах предполагалось, что
начальные состояния носителей тока полностью 
заняты, а конечные состояния полностью пустые.  

Эти результаты показывают, что при 
освещении InSb линейно поляризованным светом 
как в случае g soE E , так и при g soE E

спектральная зависимость ( )(2)
,c VK ω  с ростом час-

тоты увеличивается, достигает максимума, а за-
тем уменьшается (рис. 1 и 2).  

Рисунок 1. Спектральная зависимость коэффициента 
межзонного двухфотонного поглощения линейно 
поляризованного света в кристалле InSb, 
соответствующая случаям g soE E  и g soE E .
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Рисунок 2. Спектральная зависимость коэффициента 
межзонного двухфотонного поглощения линейно 
поляризованного света в кристалле InSb, для случаев 

g soE E  (кривые 1 и 3) и g soE E  (кривые 2 и 4).
Кривые 1 и 2 соответствуют параболическому, а 
кривые 3 и 4 непараболическому приближению в 
энергетическом спектре носителей тока. 

Это объясняется сложностью зонной струк-
туры полупроводника в модели Кейна, которая 
отражается в матричных элементах и в энергети-
ческих спектрах. За счет этого возникают слож-
ные зависимости плотности состояний и энергий 
как конечных, так начальных состояний фотовоз-
бужденных носителей тока от частоты света. Если 
ограничимся сферическим приближением в энер-

гетическом спектре, тогда ( )(2)
,c VK ω  будет увели-

чиваться с ростом частоты при условии 

g SOE E (рис. 2, кривая 1).

Количественные значения зонных 
параметров в численных расчетах выбирали из 
работы [12]. 

III. Заключение

В настоящей работе классифицированы 
матричные элементы межзонных двухфотонных 
ОП в узкозонном полупроводнике в зависимости 
от компонентов вектора поляризации света. В 
приближении Кейна как с учетом, так и без учета 
эффекта когерентного насыщения рассчитаны 
поляризационные и спектральные зависимости 
парциальных коэффициентов ДФПС и их ДЦД, 

отличающихся типом ОП. Показано, что при 
освещении InSb линейно поляризованным светом 
и в случае g soE E , и при g SOE E

спектральная зависимость ( )(2)
,c VK ω  с ростом час-

тоты увеличивается, достигает максимума, а за-
тем уменьшается. Это объясняется сложностью 
зависимостей плотности состояний и энергий как 
конечных, так начальных состояний фотовозбуж-
денных носителей тока от частоты света, которые 
возникают в связи с особенностями зонной струк-
туры полупроводника. В сферическом приближе-
нии в энергетическом спектре при условии 

g soE E  величина ( )(2)
,c VK ω  будет увеличиваться

с ростом частоты (рис. 2, кривая 1). 
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Interband two-photon linear-circular dichroism in 
narrow-gap semiconductors 
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Ferghana State University, Murabbiylar str., 19, 150100, 
Ferghana, Uzbekistan 

It is shown that the main contribution in the two-photon li-
near-circular dichroism in narrow-gap semiconductors is 
made by optical transitions proceeding from the subband 
of light holes to the conduction band. The dependences of 
the partial coefficients of interband two-photon absorption 
of light, which differ from each other by the types of opti-
cal transitions, are analyzed, depending on the degree of 
polarization of light, and a quantitative analysis of the 
coefficient of linear-circular dichroism of two-photon ab-
sorption of light is carried out. Expressions for the spectral 
dependence of the coefficient of interband two-photon ab-
sorption of light in narrow-gap semiconductors in the Kane 
model are obtained. 

Keywords: initial, virtual and final states, interband two-photon 
absorption of light, Kane's approximation, optical transition, sem-
iconductor. 
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Тор зонали ярим ўтказгичларда зоналараро 
икки фотонли чизиқли циркуляр дихроизм 

Р.Я. Расулов, В.Р. Расулов, Б.Б. Ахмедов, И.А. Му-
минов 

Фарғона давлат университети, Мураббийлар кўч. 19, 
150100, Фарғона, ´збекистон 

Тор зонали яримўтказгичларда икки фотонли 
чизиқли циркуляр дихроизмга асосий улушни 
валент зонасининг енгил коваклар тармоғидан 
ўтказувчанлик зонасига оптик ўтишларнинг 
бериши кўрсатилган. Бир-биридан оптик 
ўтишларнинг турлари билан фарқланувчи 
тармоқлараро икки фотонли ёруғлик парциал 
ютилиш коэффициентининг ёруғлик қутбланиш 
даражасига боғлиқлиги аниқланди ва икки 
фотонли ёруғлик ютилиши чизиқли циркуляр 
дихроизм коэффициентининг миқдорий 
таҳлиллари ҳам бажарилди. Кейн моделига кўра 
тор зонали яримўтказгичларда ёруғлик 
зоналараро икки фотонли ютилиш коэффициенти 
спектрал боғланишларининг ифодалари олинди. 
Калит сўзлар: бошланғич, виртуал ва якуний ҳолатлар, 
тармоқлараро икки фотонли ёруғлик ютилиши, Кейн 
яқинлашуви, оптик ўтиш, ярим ўтказгич. 




