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В нашей недавно опубликованной работе мы вывели приближенную аналитическую 
формулу для энергии основного состояния (2D) газа из заряженных энионов. Этот 
результат позволил нам в настоящей работе оценить обменно-корреляционную энергию, 
которая, как хорошо известно из литературы, является разностью энергии основного 
состояния и энергии Хартри-Фока для фермионов с энионным параметром ν=1, и 
сформулировать энионную-корреляционную энергию для остальных ν<1. Минимумы 
последней для всех фиксированных значений ν, точно также как и минимумы для 
энергии основного состояния при тех же ν, являются функциями только ν, что означает, 
что они являются зависимыми только от энионной статистики без влияния эффекта 
кулоновского взаимодействия. Отсюда мы заключаем, что должна возникнуть 
локализованная в реальном пространстве макроскопическая структура для любого 
фиксированного значения ν из ν<1. Так, к примеру, поскольку фактор заполнения 
уровня Ландау (ФЗУЛ) для квазичастиц дробного квантового эффекта Холла (ДКЭХ) 
равняется энионному параметру, то эти квазичастицы должны конденсироваться в 
некоторую структуру в реальном пространстве при данном ФЗУЛ, формируя плато 
ДЭКХ и показывая, что ДЭКХ является результатом энионных корреляций. С другой 
стороны, выражая упомянутую выше функцию минимумов по ν через параметр 
плотности rs кулоновского газа, мы получаем значения rs, при которых можно 
наблюдать 2D вигнеровский кристалл (ВК). Интересно отметить, что одновременное 
наблюдение в эксперименте ДЭКХ и ВК состояний находится в соответствии с нашим 
рассмотрением. 

Ключевые слова: энион, корреляция, 2D заряженный газ, макроскопическая структура. 

Recently, we have derived an approximate analytic formula for the ground state energy of (2D) 
charged anyon gas. This result allows us in the present paper to estimate the exchange-
correlation energy, which is as it is well known from a literature the difference of the ground 
state energy and the Hartree-Fock energy, for fermions with the anyon parameter ν=1, and to 
formulate the anyon correlation energy for other ν<1. The minima of the last one for all fixed 
values of ν as well as the minima of the ground state energy at the same ν are only the ν 
dependent, which means they are only the anyon statistics dependent with no effect of the 
Coulomb interaction. From this, we conclude that there should appear the localized real space 
macroscopic structure for any fixed ν from ν<1. For instance, since the Landau level filling 
factor (LLFF) of the fractional quantum Hall effect (FQHE) quasi-particles is equal to the 
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anyon parameter then these quasi-particles should condense in the some real space structure at 
this LLFF, forming the FQHE plateau and showing that the FQHE is a result of anyon 
correlations. On the other hand, expressing the above mentioned minima function of ν through 
the density parameter rs of the Coulomb gas, we obtain the values of rs, for which the 2D 
Wigner crystal (WC) can be observed. It is interesting that the simultaneous observation of the 
FQHE and WC states in accord with our consideration. 

Keywords: anyon, correlation, 2D charged gas, macroscopic structure

DOI: https//doi.org/10.52304/.v23i4.282 

  

The two-dimensional (2D) gas of electrons or 
holes of semiconductors, measured at strong external 
magnetic fields and low temperatures, displays very 
interesting phenomenon, which calls the fractional 
quantum Hall effect (FQHE). In this effect xx and xy 
components of the semiconductor magneto-resistance 
exhibit deep minima and plateaus, respectively, at the 
fixed fractional numerical values of the Landau level 
filling factor (LLFF) [1]. Three physical factors: in-
ter-particle Coulomb interaction, the strong magnetic 
field and an external disorder, are crucial for the for-
mation of the FQHE [2, 3]. It was suggested in the 
reviews [2, 3] that above mentioned plateaus of the 
FQHE are results of a disorder and impurities in a 
sample. The effect of localization of the FQHE real 
space structure as well as of a 2D Wigner crystal 
(WC) in this disorder was demonstrated in the Ref. 
[4].  

However, as it was demonstrated in the experi-
mental paper, Ref. [1], and in the theoretical work, 
Ref. [5], these structures are free in the space and not 
pinned by the disorder and impurities. In the present 
paper we show that the localization of the FQHE real 
space structure and of the WC without the disorder 
and impurities is possible. For the explanation of this 
effect, we use the finding (see reviews [2, 3] and 
book [6]) that elementary excitations or quasi-
particles, appearing from the system ground state at 
some fixed fractional values of the LLFF, are respon-
sible for the FQHE, these quasi-particles are anyons, 
and the anyon factor equals to the LLFF fractional 
value. More clearly, we demonstrate in the present 
paper that the ground state energy of 2D Coulomb in-
teracting anyons without magnetic field has a mini-
mum at any fractional value of the LLFF and the 
physical origin of the FQHE and the WC is in this 
minimum, while the physical origin of the minimum 
is in the correlations of these anyons.  

Earlier, there were made several attempts to find 
the FQHE states through the calculation of the 
ground state energy minima of 2D gas of electrons in 

the strong magnetic fields at fixed fractional values of 
the LLFF [7, 8]. In Ref. [8] for the calculation of mi-
nima of the same problem, we have used anyons to 
represent fermions and bosons. Calculations [7, 8] 
have demonstrated that investigated energy had no 
minima. While, as it will be shown below, the ground 
state energy of the FQHE quasi-particles has mini-
mum at any fixed fractional value of the anyon factor 
or LLFF and this minimum is a result of charged an-
yon correlations and not of localization and pinning 
in the disorder or in impurities. 

At beginning, we define the correlations of 2D 
Coulomb interacting anyons. However first, we 
would like to remember how the correlations for 
Coulomb interacting electrons are introduced. 

The homogeneous electron gas, although it has 
become the testing ground of quantum mechanical 
many-body techniques since long time and a result of 
such calculations can be found in textbooks (see for 
example [9] and [10]), does still contain yet unex-
pected puzzles. They are related to the correlation ef-
fects caused by the particle-particle interaction, which 
can be treated so far (or principally) only in approx-
imate ways. Here we would like to draw attention to 
the 2D systems, which have their prominent realiza-
tions in semiconductor heterostructures and layered 
metallic systems such as the cuprate superconductors. 
These systems attract much interest from experiment 
and theory due to the physics related with correlation 
effects [11-13].   

With respect to the ground state energy in fer-
mion systems, the Hartree-Fock (HF) approximation, 
originally developed for high particle densities, pro-
vides the dominating contributions even for interme-
diate values of the density parameter rs. Here, rs is de-
fined as the ratio of the mean distance between par-
ticles to the Bohr radius. The difference between the 
exact ground state energy and its HF value is known 
as the exchange-correlation energy (see, for example, 
textbooks [9-11]). For 2D spin-polarized fermions (in 
this paper we consider only these particles as fer-
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mions), it has been demonstrated by quantum Monte-
Carlo (MC) calculations [14, 15] that the exchange-
correlation energy may be considered essentially as a 
small correction to the HF energy for all values of rs. 
To find the exact ground state energy of 2D Coulomb 
interacting boson system, the MC method [16] was 
also used.  

Typically, all MC methods calculate ground 
state energies for fixed and discrete values of rs and 
then an interpolation of these energies is made to 
yield their expansion in terms of powers of rs. For bo-
sons, at small rs (the high density limit), this interpo-
lation formula reproduces the ground state energy of 
the 2D Coulomb boson gas (2DCBG) obtained with 
the hypernetted-chain approximation [17]. The latter 
result follows also by using the Bogoliubov approxi-
mation [18]. For fermions, as we said above, the in-
terpolation formula reproduces the ground state ener-
gy close to the HF approximation. 

For charged anyon systems, correlations between 
particles have not a simple relationship with respect 
to exchange of two particles in the real space as for 
fermions (see, for example, Refs. [11-13]) due to the 
fact that the exchange of two particles for anyons 
involves the coordinates of all particles [6] of system. 
Therefore, it is better do not call the correlations for 
charged anyons as the exchange-correlations as for 
fermions. In this case, we call these physical 
phenomena as anyon correlations, or just correlations. 
The physics of these correlations will be clarified 
below. 

Here, we outline the main result of Ref. [19], 
which allows us to conclude about possibility to 
appear of FQHE and WC states in the charged anyon 
system without disorder and impurities. It is in the 
minimum of the ground state energy in the 2D 
Coulomb interacting gases at each fixed anyon 
parameter or LLFF.  

In Ref. [19] we have employed the anyon 
concept in order to find an approximate analytic 
formula (AAF) for the ground state energy of 2D 
Coulomb gases per particle, which is capable of 
accounting for the particle fractional anyon statistics 
together with bosonic and fermionic limits of this 
statistics. This formula was derived by using the 
corresponding result for the harmonically confined 
2D Coulomb anyon gas [18] and applying a 
regularization procedure for vanishing of this 
confinement. After the regularization procedure our 
AAF becomes the function of the fractional statistics  

ν and the Coulomb interaction density rs parameter, 
i.e. ε0(ν,rs). For the fermion limit of anyons (with ν=1) 
and at very small rs (the high density limit), ε0(ν,rs) 
reproduces the HF energy of spin-polarized 2D 
electrons (Ref. [20])  

HF 2

2 16 .
3s s

E
r r

= −
π

                             (1) 

For the boson limit of anyons (with ν = 0) and at 
the same high density very small rs values, ε0(ν,rs) 
reproduces the ground state energy of the 2D 
Coulomb boson gas, 2DCBG, found in Refs. [17, 18] 
(see above). For very large values of rs, the ground 
state energy per particle is insensitive to the statistics 
of particles and ε0(ν,rs), derived in Ref. [19], 
reproduces the energy of the classical 2D electron 
crystal (the 2D WC [21]). 

However, the main property of the function 
ε0(ν,rs) is in that it has the fixed value of minimum 
ε0,min, the position of which is a function of rs (at con-
stant ν) and determined by fitting procedure just out-
lined in the previous paragraph.  

For the comparison, we depict in Fig. 1 the ex-
change-correlation energy as the difference of the 
ground state energies obtained from the MC calcula-
tions [14, 15] and HF values (from Eq. (1)) and the 
correlation energy as the difference of the ground 
state energies obtained from the expression ε0(ν=1,rs) 
and HF values (from Eq. (1)) for 2D fermions. 

Figure 1 shows both correlation energies as a 
function of rs and exhibits a pronounced minimum for 
the correlation energy εc,min(rs≅0.2)∼−0.8 Ry, where 
Ry is Rydberg energy unit. The origin of this proper-
ty of εc,min(rs) is in the two facts (see Ref. [18]). First 
of all, the position of the minimum (ε0,min) of the 
energy ε0(ν=1,rs) as function of rs (rs≈0.7) is shifted 
on the left with respect to the one of HF (rs≈2.36). 
And at the second, the value of the former 
(ε0,min=−1.159) is lower than the one of the later 
( HF,min 0.36E = − ).  

The another remarkable property of the ground 
state energy, ε0(ν,rs), of the charged anyon gas, ob-
tained from AAF, is in that at all ν≤rs and rs≤0.5 it 
exhibits the prominent minimum ε0,min(ν≠0, rs) (see 
the Fig. 2). Furthermore, using the approximate ex-
pression  

2/3 2/3 2/3
WC

0 4/3 4/3 4/3
WC

( , ) 7 ( , )( , ) 1
3 4 )

s s s
s

s s

c f r r f rr
r c r

⎛ ⎞ν ν ν
ε ν ≈ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (2) 
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valid for ν≤rs and rs→0 and for ν=1 and rs→∞ limits, 
one can show that the ε0,min(ν≠0, rs) is only the func- 
 
tion of the anyon parameter ν. For this, we minimize  

Eq. (2) with respect to 2/3 4/3( , ) /s sf r rν  and obtain the 

expression 2
0,min ( ) 3 / (28 )WCcε ν = − ν  where cWC= 

3.2903 and it should be ν≠0. 
 

 
Figure 1. The exchange-correlation energy as the difference of the ground state energies obtained from the MC calcula-
tions [14, 15] and HF values (from Eq. (1)) (cross and solid dots, respectively, and their interpolation from Ref. [14] (sol-
id line)) and the correlation energy as the difference of the ground state energies obtained from the expression ε0(ν=1, rs) 
and HF values (from Eq. (1)) (open squares) for 2D fermions. In the insert, it is indicated the accurate expression of ε0(ν, 
rs) for all values of ν and rs as “exact formula Eq. (33)” from Ref. [18].  

 
Figure 2. Ground state energies per particle vs anyon parameter ν for various fixed values of rs. The figure is taken from 
Ref. [18].  
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For the fermion system (ν = 1) this gives the 
energy minimum ε0,min(ν)=−1.159, which exactly 
coincides with ε0(ν=1,rs≈0.7) (see previous paragraph 
above and Fig. 2). The curves, depicted in Fig. 2, 
were calculated using AAF for the ground state ener-
gy per particle ε0(ν,rs), Eq. (33) from the Ref. [18], 
accurate for all values of ν and rs. A smooth variation 
of minimal energies ε0,min(ν) with the decrease of the 
parameter ν is clearly seen from these curves. This 
property of the ε0,min(ν) shows that it is inherent for 
the physics of the charged anyon gas and not an arti-
fact of the theory. On the other hand, the ν parameter 
dependent minimal energy ε0,min(ν) at ν<1 may be 
universal for anyon gases with arbitrary interparticle 
interaction.  

There appears the question how to define the an-
yon correlation energy, if HF energy, Eq. (1), is only 
the density parameter rs dependent. The Fig. 2 shows 
the way for that. Physically, it is clear that the corre-
lation energy should display the changing of energy 
of an anyon system at the variation of the statistics of 
particles. Therefore, as HF energy in our case, we can 
bring the energy ε0(ν,rs=1.0) = const (see Fig. 2), and 
the correlation energy can be defined as ε0(ν,rs<1.0)− 
ε0(ν,rs=1.0). Since for all fixed values rs≥1.0 the 
function ε0(ν,rs≥1.0)= const (see the same figure).  

In principle, we can bring the asymptotic expres-
sion for the ground state energy (see Eq. (38) of the 
Ref. [18]) 

1/2 WC
0 2 1/4 1/2

2 ( , )( , 0)
( , )

s s
s

s s

f r c rr
r f r

⎛ ⎞ν
ε ν → ≈ ν −⎜ ⎟ν ν⎝ ⎠

    (3) 

valid for rs→0 and 0ν ≠  with the approximate 
f(ν,rs)≈ν1/2 for the definition of the HF energy of a 
charged anyon gas. However, for fermions (ν=1), Eq. 
(3) gives for the minimum energy ε0,min(ν=1,rs→0)= 

2 / 2,WCc  which is lower than ε0,min(ν=1)= 23 / 28WCc−  
(see above), therefore, it is not applicable here as de-
finition of the HF energy. Because one assumes (see, 
for example, Refs. [14, 15]) that the true energy 
should be lower than the HF energy.   

The anyon parameter ν dependent minimal ener-
gy ε0,min(ν) (at ν<1) gives us the unique opportunity 
to use it for the possible interpretation of experiments 
on the FQHE plateaus for fractional values of the 
LLFF. Indeed, the minimum of the ground state ener-
gy  ε0(ν,rs)  lower  than  for  the  boson  ground state  

energy (see Fig. 2), presumes the transition of a sys-
tem into this state with formation of the real space lo-
calized macroscopic structure. It is proven in Refs. [2, 
3, 6] that the LLFF of the FQHE plateau is equal to 
the anyon parameter ν. Therefore, one can expect the 
existence of the above structure, which forms the 
FQHE plateau in the electric resistivity or conductivi-
ty, for each fixed value of LLFF or ν<1. An analysis, 
given just above in this paper, gives us a background 
to consider that the FQHE is a result of (anyon) cor-
relations and not of the Coulomb interaction. Fur-
thermore, one can assume that the FQHE state may 
be observed in any system with anyon statistics. 

The minimal energy ε0,min(ν) (at ν<1) can be ex-
pressed as function of the density parameter rs  of the 
2D Coulomb gas. This formula can be derived mini-
mizing Eq. (2) for the ε0(ν,rs) with respect to rs. To 
calculate this we use the approximate 
f(ν,rs→0)≈ν1/2b1. In Ref. [18], we motivate the inclu-
sion of the ν1/2 dependence in f(ν,rs) by the linear ν 
dependence of the ground state energy for the anyon 
gas without Coulomb interaction and close to bosonic 
limit (ν=0) found in [22] and [23]. This linear depen-
dence of the energy on ν is also reproduced in Eq. 
(3). 

A minimization of Eq. (2) with f(ν,rs→0)≈ν1/2b1 
over the rs gives (see also Ref. [18]) 

1/4 1/2
0,min 2 1(4 / 5) /WC sb c b rε = − , which occurs at posi-

tion 3/4 1/2
0 2 1/WC sb c r bν = , where b1=1 and b2=3/35. For 

rs=0.2 this provides ε0,min =−8.689 and ν0≈0.08, while 
from AAF expression ε0(ν,rs) we have ε0,min=−8.847 
and ν0≈0.08. Comparing the asymptotic formula ε0,min 
=∼1/rs with the ground state energy expression 
ε0(ν=0,rs→0)= 2/3

BG sc r−−  of the 2DCBG, where 
1.29355BGc = , derived in Refs. [17, 18], it is evident 

that at rs→0 the charged anyon gas ground state has 
lower energy than one of the charged bosons. 

If we look on Fig. 2, we see the appearance of 
minimums ε0,min for each fixed density rs from rs≤0.5 
range. This takes place since mentioned density rs 
corresponds to the fixed anyon parameter ν0, at which 
ε0,min(ν) occurs. The idea, used for the observation of 
the FQHE plateaus within the present treatment, can 
be applied for the observation of the WC also. This 
occurs because the localized macroscopic structure of 
charged particles in the form of the WC may be 
condensed in the ε0,min minimum of the energy. It is 
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interesting, the simultaneous coexistence of FQHE 
and WC states was observed in Ref. [4]. 

One can estimate the applicability of our treatment 
for the case of the experiment [4]. The experiment 
observed the FQHE plateau and WC structures at 
rs≈30. This paper defines the parameter rs as 

2 2/ (4 ),sr m e∗= πδ πρ  where m* and e are the 
effective mass and charge of a hole, respectively, δ is 
the dielectric constant of a sample, and ρ is the 
density of holes. In our consideration, all parameters 
in the definition of rs are unchanged except the 
charge of a hole e. As we said above, the FQHE is the 
system with a charge νe [6], i.e. the system of FQHE 
quasi-particles. Therefore, in fact, the parameter rs 
should be redefined with the factor ν2. Thus instead 
of rs≈30 in experiment, we need to say about rs≈ν230  
and to have a value of rs from the range rs<1.0 there 
should be the value ν≈0.2. In the Fig. 2, the case with 
ν≈0.2 corresponds to the minimum of the ground 
state energy for rs=0.5. Therefore, in fact, the 
experiment, Ref. [4], sees rs=0.5.  

In conclusion, in the frame of our 
phenomenological approach based on the anyon 
concept, we have identified exchange-correlation and 
anyon correlation effects in the high density limit of 
the 2D Coulomb anyon gas. In contrast with results 
from MC calculations for fermions, our data for the 
charged anyon gas show a pronounced minimum in 
the ground state and correlation energies, which were 
ascribed to the anyon correlations. We used this result 
with minimum of both energies for the possible 
observation of FQHE and WC states, in which the 
role of anyon statistics is crucial, and find agreement 
with the experiment.  
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Биз я±инда чоп этилган ма±оламизда, (2D) зарядланган 
энионлар гази учун асосий ³олат энергиясининг 
аналитик аппроксимация формуласини чи±ара олдик. 
Бу ма±оламизда биз олинган натижаларни ишлатиб, 
энион параметри ν=1 чегарасида ифода бўладиган 
фермионлар учун алмашиш-корреляцион энергиясини 
ба³олашга муясар бўлдик ва ±олган ν<1 параметрлар 
учун энион-корреляцион энергиясини ани±лаш йулини 
ифодаладик. Алмашиш-корреляцион энергияси асосий 
³олат энергиясидан Хартри-Фок энергиясини фар±ига 
тенглиги адабиетда яхши езиб этилган. Хамма 
фиксация ±илинган ν да энион-корреляцион энергия-
сининг минимумлари асосий ³олат энергиясини 
минимумларига мос бўлиб фа±ат ν лар функция-
силигини ани±лади. Демак бу минимумлар фа±ат 
энионлар статистикаси билан боғли± бўлиб кулон 
таъсири эффектидан ироқ экан. Бу аргументлар 
қуйидаги хулосага келтиради. ν < 1 со³асидан олинган 
ихтиерий фиксация ±илинган ν миқдорида реал 

фазaсида макроскопик структура ³осил бўлиши лозим. 
Мисол учун ±асрли Холл квант эффекти (ҚХКЭ) 
квазизарраларнинг Ландау сат±ининг тўлдириш 
фактори (ЛСТФ) энион параметрига тенглиги сабабли 
берилган ЛСТФ миқдорида ҚХКЭнинг платосини 
³осил ±илиб, бу квазизарралар реал фазaсида 
±андайдир структурасига конденсатланиши лозим. Бу 
мулохоза ҚХКЭ ³олати анионлар корреляцияси 
натижасида пайдо бўлишини кўрсатади. Бош±а 
тарафдан ±аралганда ю±орида эслатган ν минимумлар 
функциясини кулон газнинг зичлик параметри rs 
ор±али ифодаласак 2D Вигнер кристаллни (ВК) 
экспериментда кузатиладиган rs зичликни ани±ласа 
бўлади. Шуни айтиб ўтиш ±изи±арлики, бир ва±тда 
экспериментда ҚХКЭ ва ВК лар ³олатларини 
кузатилиши бизнинг назариямиз билан мос. 
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Развита неадиабатическая коллективная модель тяжелых неаксиальных четно-четных 
ядер с квадрупольной и октупольной деформациями. Поперечные квадрупольные и ок-
тупольные колебания поверхности ядра учитываются эффективно, а продольные коле-
бания учитываются динамически. На основе предложенной модели получено аналити-
ческое выражение для энергии уровней коллективных состояний, содержащее пять под-
гоночных параметров. Эти параметры определяются из сравнения теоретических и экс-
периментальных данных. Угловая часть полярных координат использована в качестве 
параметра для равновесного положения четно-четного ядра. Получено хорошее описа-
ние коллективных состояний yrast-полос переменной четности тяжелых неаксиальных 
четно-четных ядер: 150Nd, 152,154Sm, 172Yb, 228,230,232Th, 232,234,236,238U и 240Pu.  

Ключевые слова: неадиабатическая коллективная модель, квадрупольные и октупольные дефор-
мации, неаксиальность, yrast-полоса. 

A nonadiabatic collective model of nonaxial even-even nuclei with quadrupole and octupole 
deformations is developed. Transverse quadrupole and octupole deformations are taken into 
account effectively. And longitudinal deformations are taken into account dynamically. On the 
basis of the proposed model, an analytical expression for the level energy is obtained contain-
ing five adjustable parameters, which are determined from a comparison of theoretical and ex-
perimental data. The angular part of the polar coordinates is used as a parameter of an equili-
brium state of an even-even nucleus. A good description of the collective states of the yrast-
band with alternating parity of heavy nonaxial even-even nuclei 150Nd, 152,154Sm, 172Yb, 
228,230,232Th, 232,234,236,238U and 240Pu is obtained. 

Keywords: nonadiabatic collective model, quadrupole and octupole deformations, nonaxiality, yrast-
band.

DOI: https//doi.org/10.52304/.v23i4.283

I. Introduction 

Most of the atomic nuclei are deformed in the 
ground state. The charactheristics of most deformed 
nuclei have revealed that they have axially symmetric 
prolate or oblate shapes. However, atomic nuclei 
have a stronger tendency to deform into prolate 
shapes than into oblate ones [1, 2]. In Ref. [3] a sys-
tematic study of even-even nuclei was performed 
within relativistic mean field theory with axial defor- 

 
mation. The ground state properties of about 2000 
even-even nuclei from Z = 8 to Z = 120 have been 
studied and all possible deformations of each nuclide 
have been examined. The possible appearance of de-
formation beyond the axial kind, such as triaxial or 
even higher order multipole deformations have been 
suggested. 

The fundamental properties of the nuclear shape 
are expressed by the parameter quadrupole deforma-
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tion β2 and asymmetry parameter γ [4]. The parame-
ter β2 is related to the intrinsic quadrupole moment 
and describes the magnitude of departure from the 
spherical shape along given axis. At γ = 0 and γ=π/3 
it corresponds to the axially symmetric prolate and 
oblate shapes, respectively. The intermediate values 
of γ, within 0<γ<π/3, give the triaxial shapes [4-6]. 

The collective spectra of atomic nuclei with axi-
al symmetry quadrupole and octupole deformations 
(γ=0, η=0, and K=0, and β2, β3 are free dynamical va-
riables) are characterized by rotational bands with al-
ternating parity [7-14]. In Ref. [14] the yrast- and 
non-yrast bands with alternating parity of deformed 
axial even-even nuclei within a collective model with 
nonadiabatically coupled quadrupole and octupole 
degrees of freedom were described. The structure of 
the yrast- and first non-yrast alternating parity se-
quences in the rare-earth nuclei 150Nd, 152,154Sm, 
154Gd, 156Dy, 162,164Er and the actinides 232,234,236,238U 
were reproduced satisfactorily. Where the hamilto-
nian of the axial-symmetry even-even nuclei has an 
exact I(I+1) dependence and the observed or esti-
mated deviations from such a simple energy depen-
dence is actual task. It should be noted that in the ex-
periments [15] one can observe energy bands, which 
cannot be explained within the framework of the nuc-
lei models with axially symmetric multipole deforma-
tions [8-14], for example, the spectrum of γ-band 
energy levels [16, 17]. 

In Ref. [18] the approach triaxial rotator model 
(in the case K-mixing, K are the projections of the 
angular momentum on the third axes of the intrinsic 
frames) was used for description energy levels with 
alternating parity of even-even nuclei: 228,230,232Th, 
230,232,234,236,238U and 240Pu with triaxial quadrupole and 
octupole deformations (γ-, η-deformations), in the re-
gion actinides. In this consideration the deformation 
parameters are constants whose values β2eff, γeff, β3eff 
and ηeff effectively determine a rigid triaxial rotor. 
Therefore, the purpose of the present work is to de-
velop the model of atomic nuclei with triaxial-
quadrupole and octupole deformations, i.e. β2, β3 are 
free dynamical variables, and γ=γeff, η=ηeff and K=0. 
This model allows one to describe other energy bands 
observed in experiments with heavy ions [15]. As it 
will be seen below the implemented analysis allows 
us to make a conclusion about the relevance of the 
applied model formalism. 

II. Model of axial quadrupole-octupole vibra-
tions and triaxial rotations

The general theory of quadrupole and octupole 
excitation of even-even nuclei is determined by the 
Hamilton operator, which contains seven dynamical 
variables: deformation parameter β2 (β2≥0) and 
asymmetry parameter γ (0≤γ≤π/3) of the quadrupole 
oscillations; deformation parameter β3 (β3≥0) and 
asymmetry parameter η (0≤η≤π/2) of the octupole os-
cillations; Eulerian angles θ1 (0≤θ1≤2π), θ2 (0≤θ2≤π), 
θ3 (0≤θ3≤2π) are determine rotation of the nucleus 
relative to the laboratory system [18]:

2 3 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( , ,γ,η)rotH T T T T T Vβ β γ η= + + + + + β β ,     (1) 

where 

2

2
4
24

2 2 22

1ˆ
2

T
Bβ

⎛ ⎞∂ ∂
− β⎜ ⎟β ∂β ∂β⎝

=
⎠

,          (2) 

3

2
4
34

333 3

1ˆ
2

T
Bβ

⎛ ⎞∂ ∂
− β⎜ ⎟β ∂β ∂β⎝

=
⎠
,          (3) 

2 2
2

2

sin(3 )
1ˆ sin(3 )

2
T

Bγ =
⎛ ⎞∂ ∂

− γ⎜ ⎟β ∂γ ∂γ⎝γ ⎠
,           (4) 

2
3 3

2

sin(3 )
1ˆ sin(3 )

2
T

Bη =
⎛ ⎞∂ ∂

− η⎜ ⎟β ∂η ∂η⎝η ⎠
.          (5) 

Expressions (2), (3), (4) and (5) are kinetic ener-
gy of operators β2, β3, γ and η vibrations, respective-
ly; V(β2, β3, γ, η) – potential energy of above men-
tioned vibrations and 

3 2 2

1

ˆˆ i
rot

i

IT
Jλ=

=∑       (6) 

is the rotational energy operator, here Ii (i=1,2,3) are 
the components of the angular momentum operator. Ji 
are the components of the quadrupole and octupole 
moment of inertia. In the general case, they depend 
on the parameters of the mass and the quadrupole and 
octupole deformations B2, β2, γ and B3, β3, η, respec-
tively. General solution of Schrodinger equation with 
hamiltonian (1) is a very complicated. Therefore 
different simplifications are used. One such model is 
the analog of Davydov-Chaban model [16, 17], where 
variables γ and η are replaced by their effective val-
ues γeff and ηeff. Then, the hamiltonian (1) takes the 
following form: 

2 3 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ( , )total rotH T T T Vβ β= + + + β β ,        (7) 

where 
2

T̂β and
3

T̂β are determined by equations (2) and
(3). 
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In this case rotational energy operator (6) de-
pends on the effective values γeff and ηeff. 

Now we will write Schrodinger equation with 
hamiltonian (7): 

2 2

2 32
2 2 2 2

2 2

2 32
3 3 3 3

2 3 2 3 2 3

, ,

, ,

, , , ,

3 ( )
2

3 ˆ( )
2

( , ) ( ) ( ).

I

rotI

I I I

B

T
B

V E

±

±

± ± ±

⎡ ⎤∂ ∂
− + Ψ β β −⎢ ⎥β ∂β ∂β⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ⎡− + Ψ β β + +⎢ ⎥ ⎣β ∂β ∂β⎣ ⎦
+ β β Ψ β β = Ψ β

θ

θ

β⎤⎦θ θ

.      (8) 

We go to polar coordinates σ (0≤σ≤∞) and         
ε (−π/2≤ε≤π/2). 

2 3
2 3

2 3
cos ,  sin ,  

2
B B B BB
B B

+
β = σ ε β = σ ε = .  (9) 

2 2 2

2 2 2

d 1 d 1 d
2 d d d

ˆ ( , ) ( ) 0., ,rot I

B

T V ± ±

⎡ ⎤
− + + +⎢ ⎥σ σ σ σ ε⎣ ⎦
⎡ ⎤+ ε+ σ ε θ− ξ Ψ σ =⎣ ⎦

      (10) 

The solution to equation (9) is very difficult. 
Therefore, further we assume, that 

2

2
ˆ ˆ

2rot aT H
B

=
σ

.                        (11) 

Here 
2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3

ˆ aH I J I J I J= + + ,                   (12)
 

2 2 2 2 2
1

2 3 15cos ( )sin ( ) sin ( ) cos sin sin cos ,
3 2 2eff eff eff eff effJ

⎡ ⎤π
= ε γ − + ε η + η + η η⎢ ⎥

⎣ ⎦
                 (13) 

2 2 2 2 2
2

4 3 15cos ( )sin ( ) sin ( ) cos sin sin cos ,
3 2 2eff eff eff eff effJ

⎡ ⎤π
= ε γ − + ε η + η + η η⎢ ⎥

⎣ ⎦
                 (14) 

2 2 2 2
3 cos ( )sin ( ) sin ( )sin .eff effJ = ε γ + ε η                                                   (15)  

 
We then consider the collective rotational mo-

tion of the nucleus separately from the other degrees 
of freedom. If no further assumptions (e.g. axial 
symmetry) are imposed, the corresponding energy 
spectrum is described by the triaxial-rotor Hamilto-
nian (12). Taking into account the expressions (13), 
(14) and (15) for Ji, where Ji explicitly depend on the 
effective values of the quadrupole and octupole de-
formation parameters γeff, ηeff and ε. As a first approx-
imation, we can use the effective value of this varia-
ble, i.e. εeff. 

Thus, implying 
( ) ( ) (, )I I IF± ± ±

τΨ = σ Φθσ θ ,               (16) 

and using rigid rotor approximation, we rewrite Eq. 
(8) as in Ref. [16] 

ˆ ( ) 0a I IH ± ±
τ τ⎡ ⎤− ξ Φ θ =⎣ ⎦ ,                (17) 

where Iτ − energy of triaxial rotor [18-20] (see next 
section). We will write Schrodinger equation with 
hamiltomian in polar coordinates and by taking into 
account ε = εeff 

2 2 2

2 2

d 1 d ( ) ( ) 0.
2 d d 4

I
IIV E F

B B

±
± ±⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− + + + σ − σ =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥σ σ σ σ⎣ ⎦ ⎣⎩

ξ

⎦⎭
(18)

 

III. Solution for the triaxial quadrupole-
octupole rotor 

In the present work we consider the deformation 
parameters as constants whose values γeff, ηeff, εeff 
effectively determine a rigid triaxial rotor [6, 15, 16]. 
Thus, we obtain the quadrupole-octupole moment of 
inertia in a form depending on three arguments Ji = 
Ji(γeff, ηeff, εeff ). We take these arguments, γeff, ηeff, εeff  
as adjustable parameters. By introducing the reci-
procal inertia factors Ai(γeff, ηeff, εeff )=1/[2Ji(γeff, ηeff, 
εeff)] (i=1,2,3) we get the Hamiltonian (6) in the form 

3 2 2
1

ˆ ˆ( , , )a i eff eff eff iiH A I== γ η ε∑            (19) 

depending on the three parameters γeff, ηeff, εeff . The 
energy spectrum of the above determined triaxial            
quadrupole-octupole rotor is obtained by diagonaliz-
ing the Hamiltonian (6) on the basis of the symme-
trized rotor functions with built-in parity [19] 

o

1, ( 1) ,
2(1 )

l

K
IMK IMK IM K± > = ± − −

+ σ
  

(20) 

where 
2

2 1 ( )
8

I
MK

IIMK D+
> = θ

π
 and M and K are the 
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projections of the angular momentum Î on the third
axes of the laboratory and intrinsic frames, respec-
tively. The eigenfunctions are obtained in the form 

0( ) ,I
IM IKK C IMK± τ

τ ≥Φ θ = ± >∑ .            (21) 

The expansion coefficients implicitly depend on 
the effective mass and deformation parameters  

( , , ).eff eff effIK IKC Cτ τ= γ η ε

For given angular momentum I the quantum 
number τ = 0, 1, 2,… (limited by K ≤ I) labels the 
different eigenvalues Eτ(I) of ˆ aH  in ascending order. 

We obtain the matrix elements of Hamiltonian 
(6) between basis states (22) with different K values 
in the following general form: 

{

}

2
1 2 1 2 3

,0 ,0

, , 1 2 , 2 , K 2

1 2 , 2 , 2

1 1ˆ ( ) ( 1) ( 2 )
(1 )(1 ) 2

( 1) ( ) ( , ) ( 1)

( ) ( , ) ( 1)

a
K K

I K I K
K K K K K K K

I K
K K K K

IMK H IMK A A I I A A A K

A A f I K

A A f I K

′

− −
′ ′ ′ ′− + − −

−
′ ′− − +

′ ± ± = + + − + − ×⎡ ⎤⎣ ⎦+ δ + δ

× δ ± − δ + − δ ± − δ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
+ − − δ ± − δ⎡ ⎤⎣ ⎦

 (22) 

with 
1( , ) ( 2)( 1)( 1)( )
4

f I K I K I K I K I K= + + + + − − − .            (23) 

Since K, K' ≥ 0 in (22), one has , 0K K′ −δ ≠  only for K = 0, , 2 0K K′ − +δ ≠  only for K = 0, 1, 2, while , 2K K′ − −δ  is 
always zero. As a result Eq. (22) can be written in a simpler form 

{

}

2
1 2 1 2 3

,0 ,0

, , 1 2 , 2 ,K 2 , 2

1 1ˆ ( ) ( 1) ( 2 )
2 (1 )(1 )

( 1) 2( ) ( , ) ( , ) ( 1)

a
K K

I K I K
K K K K K K K K K

IMK H IMK A A I I A A A K

A A f I K f I K
′

− −
′ ′ ′ ′ ′− + − − +

′ ± ± = + + − + − ×⎡ ⎤⎣ ⎦+ δ + δ

× δ ± − δ + − δ + − δ ± − δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.    (24) 

Here we make the following important assump-
tions originally imposed in [13[: 

(i) The quantum number K takes only even val-
ues (see also [12, 20]). Then in (21) the sum over K 
runs from 0 to I in steps of 2. 

(ii) The (+) and (−) phases in (21) and (20), 
which correspond to the A and B1 classes of the rota-
tion group D2, are attributed to the positive and nega-
tive parity states, respectively. 

Because of (i), the phase factor (−1)K = 1 can be 
omitted in the matrix element expressions (22) and 
(24). According to (ii) one can write 

( ) ( )IM IM
± π

τ τΦ θ ≡Φ θ  and ,IMK IMK± >≡ π > ≡ in 
(21) and (20), respectively, where π=± is the parity of 
the rotation state. Also, according to (20) the π=(+) 
parity corresponds to I = even angular momentum 
states and π=(−) corresponds to I = odd ones, as in the 
usual alternating-parity (octupole) bands. Therefore, 
one has π = (−1)I. Then the (±) and phase factors in 
(22) and (24) can be omitted when alternating-parity 
bands are considered. As a result the matrix element 
(24) reads as  

{

[ ] [ ][ ]}

2
1 2 1 2 3

,0 ,0

, , 1 2 , 2 , 2 , 2

1 1ˆ ( ) ( 1) ( 2 )
2 (1 )(1 )

2( ) ( , ) ( , )

a
K K

K K K K K K K K K K

IMK H IMK A A I I A A A K

A A f I K f I K
′

′ ′ ′ ′ ′− + − − +

′π π = + + − + − ×⎡ ⎤⎣ ⎦+ δ + δ

× δ + δ + − δ + − δ + δ
.    (25) 

Note that the right hand side of (25) does not in-
clude π explicitly, whereas as mentioned above, it is 
implied by the value of I (even or odd). The lowest 
eigenvalues Eτ=0(I) and eigenfunctions ( 0)IM

π
τ=Φ  of 

the Hamiltonian correspond to the ground-state-band 
for I =even, and to the lowest negative-parity band 
for I =odd. In the same way the higher eigenfunc-
tions/eigenvalues with τ=1, 2, ... determine higher 
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sets of positive- and negative-parity bands. In this 
work we only consider the lowest (yrast) band struc-
ture with τ = 0. 

IV. Radial Schrodinger equation

For defined solution (18) potential V(σ) can offer  

0 2
0

0
( ) ( )V V σ σ
σ = +

σ σ
,         (26) 

where V0 is potential energy in ground state. We 
bring in designation 

0 2

0

2 .BVx = σ
σ         (27) 

Then we obtained following equation 
2

2

1 ( ) 0I
I

s E F
x x x x x

±
±∂ ∂⎡ ⎤

+ − + σ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
          (28) 

and taking into account boundary conditions for 
Schrodinger equations we obtain 

(2 1 ) 1/ 2 ( ) 0,I Ix s x E s F x
x x

± ±∂ ∂⎡ ⎤+ − − + − − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
   (29) 

4

є 1
8
Is τ= +

µ

where µ is nonadiabatic parameter [16] and 
2

4
2

0 02BV
µ =

σ . 

The eigenfunctions 
8 8( ) exp ( ,2 1, )IF x N x F n s x±

σ= − + , 

Nσ is normalization coefficient, ( ,2 1, )F n s x− +  is 
confluent hypergeometric function, n = 0, 1, 2, ... are 
quantum number of σ-vibrations, where for n=0 the 
energy levels correspond to yrast-band, and for n=1 
the energy levels correspond to first non-yrast-band, 
etc. 

The eigenvalues 

0
04 2

є 12 1 2
8
I

I
VE n Vτ±

⎡ ⎤
= + + + −⎢ ⎥µ µ⎣ ⎦

.      (30) 

Energy levels in ground state: 

2
0

0001 2

11 2 .VE V+ ⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥µ µ⎣ ⎦

Energy of the excited states is defined by follow-
ing expression 

0
4 2 2

є 1 12
8
I

In
VE n τ±

τ

⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥µ µ µ⎣ ⎦

.     (31) 

Introduced following quantity 2
0 0 /Vω = µ  is 

energy factor [11, 14]. Then Eq. (31) can be written 
as  

04 2

1 12
8
I

InE n± τ
τ

⎡ ⎤ε
= + + − ω⎢ ⎥µ µ⎣ ⎦

.           (32) 

In the presented approximation, the following 
fitting parameters are used: 0ω  (in keV), γeff (in de-
grees), ηeff (in degrees) and εeff (in degrees) and µ 
(dimensionless). 

In general, the ranges of triaxiality parameters 
are 0°< ηeff < 90°, 0°< γeff < 60° and −90°< εeff <90°. 

Many approaches exist for calculating the 
asymmetry parameter γeff from experimental obser-
vables such as R4/2=E4+/E2+ and B(E2). Davydov and 
Filippov [6] used this ratio to determine γeff, as well 
as Varshni and Bose estimated γeff by using the ratio 
R4/2 [5]. And the calculation of γeff from B(E2) values 
leads to ambiguous values of γeff and more reliable 
values are expected from the level energies [5]. But 
an estimation of asymmetry parameters of quadrupole 
and octupole deformations ηeff and γeff was not carried 
out. The same attempt was made in Ref. [22], where 
the experimental data for negative parity states in 
228Th and 232,234U has been compared with the predic-
tions of three possible asymmetric rotor models: pure 
quadrupole, pure octupole and mixed-
quadrupole/octupole. 

A simple estimation of the influence of γ-
deformation mode can be done by assuming small 
variations of the system around γ = 0, as in the case 
of the X(5) model [23]. In Ref. [9], the possible ways 
of the influence of the γ-deformation mode on the 
collective motion can be estimated in the β2-β3 space. 
Further in this work, the possibility of taking into ac-
count the triaxiality of the octupole degree of free-
dom is noted. In present work we effectively take into 
account triaxiality of the quadrupole and octupole de-
grees of freedom, i.e. we use quantities γeff and ηeff as 
adjustable parameters. This is developed of our work 
for dynamical β2 and β3 variables [18], where the pos-
sibility description of the yrast positive- and negative-
parity excitations of deformed even-even nuclei 
through a collective rotation model is given in which 
the nuclear surface is characterized with effective tri-
axial-quadrupole and octupole deformations. 
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VI. Odd-even staggering structure

The detailed examination of the quadrupole-
octupole collectivity in the considered nuclei on the 
basis of energy spectra as well as the assessment of 
model descriptions obtained through both potentials 
requires a more precise analysis of the APB (alternat-
ing parity band) structure [24] 

Stag(I) = 6∆E(I)−4∆E(I−1) 
−4∆E(I+1)+∆E(I+2)+∆E(I−2)            (33) 

with ∆E(I) = E(I+1)−E(I). The quantity (33) is very 
sensitive to the fine structure of the rotational spectra 
and is capable of revealing some rather impressive 
fluctuations ∆I=1 (zigzag behavior of the discrete 
high-order energy derivative with respect to reference 
zero as a function of angular momentum) in various 
types of energy ranges of rotation and rotational os-
cillations. In Figs. (1)-(12) (right figs) presents the 
behavour ∆I=1 staggering-effect. 

In the present approach the staggering effect ob-
served in the alternating-parity bands appears as the 
result of two model features:  

i) association of the parity of the observed rota-
tion states (the +/− phases in (21) and (20)) with the 
parity of the angular momentum values, 

ii) mixing the different K-modes due to the as-
sumed triaxial deformations. 

We remark that in all considered alternating 
parity bands, the odd-even staggering does not vanish 
in the observed region of angular momenta. It is 
known that the vanishing staggering corresponds to a 
situation in which the odd and even angular momen-
tum of level sequences (with negative and positive 
parities) appear ordered in a single nonperturbed col-
lective ”octupole” band. The latter corresponds to the 
presence of stable quadrupole-octupole deformation. 
In the presently considered alternating parity bands, 
however, this does not happen and the observed 
band-structures are associated with the ”soft” vibra-
tional-rotational quadrupole-octupole deformations. 

VII. Conclusion

In this paper, we present a model description of 
the energy levels of the yrast-band with the alternat-
ing-parity spectra of heavy even-even nuclei in the 
framework of the non-adiabatic collective approach 
applied in the case of quadrupole-octupole deforma-
tions. The Schrödinger equation is solved for the Da-
vidson potential. Analytical expressions for the ener-

gy spectrum and wave functions of the collective 
states of an even-even nucleus are obtained. The 
model description of the energy levels with alternat-
ing parity in the nuclei under consideration shows, on 
the whole, good agreement with the experimental da-
ta. 

We note that the nuclei under consideration have 
a γ-band with large spin. In addition, the simultane-
ous description of energy levels of alternating and the 
identical parity, namely descriptions of yrast-, first 
non-yrast- and γ-bands, are the subject of future 
work. 
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Квадруполь ва октуполь деформацияланган 
жуфт-жуфт ядроларнинг эффектив ноаксиал-
лиги 
М.С. Надирбеков, О.А. Бозаров 
ЎзР ФА ЯФИ Улуғбек шаҳарчаси, 100214, Тошкент, 
Ўзбекистон 

Квадруполь ва октуполь деформацияланувчи оғир но-
аксиал жуфт-жуфт ядроларнинг но-адиабатик 
коллектив модели ривожлантирилди. Ядро сиртининг 
квадруполь ва октуполь кўндаланг тебранишлари 
эффектив, бўйлама тебранишлари эса динамик 
равишда ҳисобга олинди. Таклиф этилган модель 
асосида оғир но-аксиал жуфт-жуфт ядроларнинг 
уйғонган ҳолатлари энергетик сатҳларининг аналатик 
кўринишдаги ифодаси олинди. Бу ифода назарий 
ҳисоблашларни экспериментал натижалар билан 
солиштириш орқали аниқланувчи бешта назарий 
параметрларга боғлиқ. Қутб координаталарининг 
бурчак қисми жуфт-жуфт ядронинг мувозанат 
вазиятини белгилайдиган параметр сифатида 
фойдаланилди. Ривожлантирилган модель асосида 
150Nd, 152,154Sm, 172Yb, 228,230,232Th, 232,234,236,238U ва 240Pu 
оғир но-аксиал жуфт-жуфт ядроларнинг уйғонган 
ҳолатларининг yrast-полоса энергетик сатҳлари яхши 
тавсифланди. 
Калит сўзлар: ноадиабатик коллектив модель, квадруполь 
ва октуполь деформациялар, yrast-полоса. 
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Одночастичная энтропия в двумерном электронном газе              
в узкозонных полупроводниках 
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Представляются численные и аналитические результаты изучения эффекта размерного 
квантования одночастичной энтропии в двумерном электронном газе в полупроводни-
ковых материалах с непараболичной зоной проводимости. Анализируется зависимость 
одночастичной энтропии от химического потенциала газа в точках резонанса и вдали от 
них. Показано, что при низких температурах непараболичность зоны дает малую по-
правку к одночастичной энтропии. Как в точке резонанса, так и вдали от нее эта поправ-
ка пропорциональна произведению коэффициента непараболичности и температуры αT. 
Численным путем оценивается влияние уширения уровней пространственного кванто-
вания на одночастичную энтропию. Полученные результаты представлены для разных 
значений температуры, степени непараболичности зоны проводимости и величины 
уширения. 

Ключевые слова: гетероструктуры, квантовая яма, пространственное квантование, двумерный 
электронный газ, вырожденный Ферми газ, химический потенциал, энергия Ферми, 
одночастичная энтропия, минизоны, узкозонные полупроводники, зоны непараболичности, 
фазовый переход.  

Numerical and analytical results of studying the effect of size quantization of single-particle 
entropy in a two-dimensional electron gas in semiconductor materials with a nonparabolic 
conduction band are presented. The dependence of the one-particle entropy on the chemical 
potential of the gas at resonance point and far from it is analyzed. It is shown that at low tem-
peratures the nonparabolicity of the band gives a small correction to the single-particle entropy. 
Both at the resonance point and far from it, this correction is proportional to the product of the 
nonparabolic coefficient and the temperature αT. The influence of the broadening of spatial 
quantization levels on the single-particle entropy is estimated numerically. The results ob-
tained are presented for different temperatures, the degree of nonparabolicity of the conduction 
band, and the magnitude of the broadening. 

Keywords: heterostructure, quantum well, size quantization, two-dimensional electron gas, degenerated 
Fermi gas, сhemical рotential, Fermi energy, single particle entropy, mini-bands, narrow band semicon-
ductors, band nonparabolicity, phase transition.  

DOI: https//doi.org/10.52304/.v23i4.284 

I. Введение 

Экспериментальное и теоретическое изуче-
ние свойств газа носителей тока (электронов и 
дырок) в квантовых ямах полупроводниковых ге-
тероструктур вызывают как фундаментальный,  

так и прикладной интерес. Пространственное 
квантование энергий носителей приводит к про-
явлению ряда интересных низкоразмерных эф-
фектов [1-9]. 
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Основной причиной проявления размерно-
квантовых эффектов в газе является ступенчатое 
изменение плотности состояний в точках резо-
нанса, где химический потенциал µ сравнивается 
с энергетическими уровнями En пространственно-
го квантования. Изменение химического потен-
циала относительно энергетических уровней про-
странственного квантования можно наблюдать в 
зависимости от концентрации ns или ширины 
квантовой ямы L. Ступенчатое изменение плотно-
сти состояний проявляется в наблюдаемых на 
опыте термодинамических и кинетических вели-
чинах. 

Температурная зависимость химического 
потенциала µ(T) и/или его производная µ / T∂ ∂  
является одной из важных характеристик Ферми-
газа. Из статистической физики известно, что 
почти все термодинамические и кинетические 
параметры газа непосредственно связаны с 
функцией µ(T). Определение производной 

µ / T∂ ∂  также важно, например, для расчета 
теплоемкости как трехмерного [10], так и 
двумерного Ферми-газа [11].  

С другой стороны, производная µ / T∂ ∂  
непосредственно связана с одночастичной 
энтропией газа, если учесть соотношение 
Максвелла [12, 13]  

ns T s

Ss
n T
∂ ∂µ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

.                      (1) 

Здесь S − энтропия и ns − концентрация дву-
мерного газа на единицу площади. 

Согласно работе [12], одноэлектронную эн-
тропию snS ∂∂ /  можно определить эксперимен-
тально. В теоретической работе [13] изучена эн-
тропия, приходящаяся на один электрон (1) в за-
висимости от химического потенциала µ. Оказа-
лось, что при низких температурах в точках резо-
нанса µ = Еn (n=1,2,3…), имеет узкие пики, а вы-
сота и ширина этих пиков зависят от температуры 
и акта рассеяния (степени беспорядки). 

В работе [14] изучена энтропия двумерного 
электронного газа S в зависимости от 
концентрации ns. Показано, что если химический 
потенциал находится внутри какой-либо подзоны 
Еn<µ<En+1, энтропия газа меняется с 
концентрацией двояким образом. В случае 
параболической зоны, S не меняется, а в случае  

непараболической зоны растет примерно линейно 
с концентрацией. Эти результаты показывают, что 
производная snS ∂∂ / равна нулю для парабо-
лической зоны, и положительнa для непарабо-
лической зоны. Величины скачков в точке 
резонанса больше для непараболической зоны. 

Цель настоящей работы – расчет одночас-
тичной энтропии (1) для случая электронов квази-
двумерного газа с непараболической дисперсией. 
При низких температурах получены аналитиче-
ские формулы для s(T) в точках резонанса и вдали 
от них. Показано, что при низких температурах 
непараболичность зоны дает малую поправку к 
одночастичной энтропии, имеет порядок ∼αT. 
Влияние уширения уровней пространственного 
квантования Γ на одночастичную энтропию изу-
чено численно. Результаты представлены для раз-
ных значений температуры, степени непараболич-
ности зоны проводимости и величины уширения.  

II. Основные соотношения 

Уровни размерного квантования для 
конкретной квантовой ямы гетероструктур 
определяются квантовомеханическими расчетами 
[3]. Для наших целей достаточно применять 
простую модель квантовой ямы с бесконечно 
высокими стенками. Если предполагать, что 
квантовая яма выращена по оси Z, то на основе 
двухзонной модели Кейна дисперсию электрона 
можно представить в виде [15]  

2 2
2

1(1 ) ,
2 n

kE E E i
m

+ α = +    
2 2

1 22 n
E

m L
π

= .        (2) 

Здесь k(kx, ky) − волновой вектор электрона в плос-
кости квантовой ямы, mn − эффективная масса 
электрона на дне зоны проводимости, L − ширина 
ямы. Значения параметра непараболичности зоны 
α можно оценить по формуле [16]  

2

0

1 1 n

g

m
m

⎛ ⎞α = −⎜ ⎟ε ⎝ ⎠
.                       (3) 

Зонные параметры полупроводниковых ма-
териалов из группы A3B5, которые используются 
в численных расчетах, приведены ниже. 

Соединение InSb InAs GaSb InP GaAs 
εg, eV 0.237 0.42 0.813 1.423 1.519 
mn/m0 0.014 0.023 0.041 0.08 0.067 
α, eV−1 4.1 2.27 1.13 0.6 0.57 
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При k = 0 из (2) следует: 2
1(1 )i iE E E i+ α = . 

Тогда его можно представить в виде  
2 2

1

2
1

(1 ) (1 ),
2

4 1 1.
2

i i
n

i

kE E E E
m

E iE

+ α = + + α

α + −
=

α

       (4) 

Используя спектр (4), можно найти 
уравнение для полной двумерной концентрации 
электронного газа 

0

0
1

( ) ( ),

( ) (1 2 ) ( ).

s

i
i

n dEg E f E

g E g E E E

∞

=

=

= + α θ −

∫

∑
  (5) 

Здесь θ(x) − функция Хэвисайда, g0 = mn/π 2  и 
f(E) − функция распределения Ферми-Дирака  

1( ) ,
exp 1

f E E
T

=
−µ⎛ ⎞ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
где через T, [eV] обозначена величина kBT (kB − 
постоянная Больцмана). В уравнении (5) 
слагаемые под знаком суммы должны быть 
положительными. Отрицательные слагаемые 
исключаются функцией θ(x). 

Для расчета одночастичной энтропии, 
согласно формуле (1), необходимо найти 
производную µ / T∂ ∂  из условий постоянства 
числа частиц [10]. Из (5) можно найти, что  

1 2

0 1

(1 2 ) 42
(1 2 ) 4

J TJs
J TJ

+ αµ + α
=

+ αµ + α
,             (6) 

где 
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x x
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x
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= =− −

∞

= −

= =

=
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∑ ∫
.           (7) 

Здесь ( µ) / 2x E T= − . 

III. Анализ при низких температурах

Сначала рассмотрим низкотемпературную 
асимптотику (ур-ние 6) в точке резонанса, где 
химический потенциал газа равен энергии 
некоторого N-го уровня пространственного 
квантования. Эти условия можно написать в виде 
T<<En+1−En, µ = ЕN, N < M, где М − максимальное 
число уровней в квантовой яме. Первое условие 
означает, что тепловая энергия электрона вблизи 
энергии Ферми значительно меньше 
межуровневых расстояний (энергий).  

Выделяя N-й член, перепишем 
1

0 2 2 2
1 1µ µ µ

2 2 2

2
1 µ

2

cosh cosh cosh

.
cosh

M N

i iE E Ei i N
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+
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∑ ∫

Поскольку в резонансной точке µ = ЕN и       
µ>ЕN-1,EN-2,…E1, то, согласно условию T<<En+1−En, 
нижний предел первого интеграла полагаем рав-
ным −∞. Аналогично, при условии T<<En+1−En, 
нижний предел третьего интеграла стремится к ∞, 
поскольку µ < ЕN+1,EN+2,…EM. Тогда третьим сла-
гаемым можно пренебречь, оно экспоненциально 
мало. Таким образом, в низкотемпературном пре-
деле J0 имеет вид 

121)1(2
coshcosh

)1(0
coshcosh 0

22
0

2

1

1
20 −=+−=+−=++= ∫∫∫∑ ∫

∞∞
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NN
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dx
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dxN
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dx
x
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N

i

Аналогично, можно упростить J1 и J2. Они 
сводятся к виду J1=ln2, J2=π2(N−1/2)/6. 
Подставляя найденные выражения в формулу (6), 
приходим к результату   

2(1 2 )ln 2 2 ( 1/ 2) / 3
(1 2 )( 1/ 2) 2 ln 2

N
N

N

E T Ns
E N T

+ α + απ −
=

+ α − + α
.       (8) 

Здесь учтено, что µ = ЕN. Поскольку 
2

1( 4 1 1) / 2 ,NE E N= α + − α  в пределе Т→0 из 
формулы (8) следует 

2 2

2
1

ln 2 2 ( / 3 (ln 2 / ( 1/ 2)) )
1/ 2 4 1

N
T Ns

N E N

α π − −
= +

− α +
.   (9) 
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Эта формула предсказывает влияние степени 
непараболичности зоны на одночастичную 
энтропию в двумерном электронном газе в точке 
резонанса. При получении формулы (8) мы 
пренебрегали экспоненциальными малыми 
членами в исходной формуле (6). Оказалось, что 
из-за непараболичности зоны линейные по Т 
члены не исчезали. При Т=0 или α=0 из формулы 
(9) следует формула для параболической зоны 
[13] 

µ ln 2(0)  
1 / 2Ns

T N
∂

= − =
∂ −

.                  (10) 

Для представления ниже приведены оценки 
нескольких значений (9) при N=2,3,4,5,6 и при 
E=10 meV, α=4 eV−1, T=3 meV (35 K). Видно, что 
как sN(0), так и поправки от непараболичности зо-
ны ∆sN (где ∆sN − последний член в формуле(9)) 
уменьшаются с ростом номера энергетического 
уровня N  

N  sN(0)=ln2/(N−1/2) ∆sN sN 
2 0.462  0.058 0.520 
3 0.277 0.049 0.327 
4 0.198 0.041 0.240 
5 0.154 0.035 0.190 
6 0.126 0.030 0.156 

Однако, относительные доли поправок от 
непараболичности зоны растут с ростом N. Так 
например, для N=2 она составляет 11% от sN, для 
N=6 составляет 20% от sN. 

Теперь рассмотрим низкотемпературные 
асимптотики (6) в точке, где химический 
потенциал находится примерно в середине между 
двумя энергетическими уровнями пространст-
венного квантования. Эти условия можно 
написать в виде T<<En+1−En, ЕN-1<µ<EN, N<M.  

В данном случае в суммах (7) можно 
пренебречь вкладами слагаемых с µ<EN,ЕN+1,…EM. 
Здесь, кроме условия T<<En+1−En, подразуме-
вается также T<<µ−EN−1 и T<<EN−µ. Тогда имеем 
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Подставляя найденные выражения в формулу 
(6) приходим к результату  

22 
3(1 2 )N

Ts α π
=

+ αµ
.                            (11) 

Здесь можно полагать µ=(ЕN−1+EN)/2. Отсюда 
видно, что sN уменьшается с ростом номера 
энергетического уровня N. Таким образом, в 
случае непараболической зоны одночастичная 
энтропия sN (или темп изменения химического 
потенциала с температурой µ / )T∂ ∂  всегда 
больше, чем в случае параболической  зоны. Это 
связано с зависимостью плотности состояний (5) 
от энергии.  

IV. Численные результаты и обсуждение 

Интегралы в выражениях (7) можно вычис-
лять численно. Их можно выразить также полуло- 

гарифмическими функциями [17]. Анализ этих 
функций при низких температурах опять приво-
дит к результатам (8-11). Согласно формуле (2), 
энергия Е1 определяется значением эффективной 
массы на дне зоны проводимости mn и ширины 
квантовой ямы L.  

Согласно формуле (4), энергетические уров-
ни электрона в квантовой яме определяются зна-
чением энергии первого уровня E1 и параметра 
непараболичности зоны α. Ниже в численных 
расчетах параметра E1 полагается заданным 
E1=0.01 eV. Тогда, например, первые четыре 
уровня энергии при α=0, Ei = Ei2 равны Ei=0.01, 
0.04, 0.09, 0.016 eV, а при α=4.1 eV−1, 

2
1( 4 1 1) / 2iE E i= α + − α , Ei=0.0096, 0.035, 0.07, 

0.11 eV. 
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Результаты численного моделирования ур. 
(1) для разных значений α и T показаны на рис. 1. 
При низких температурах одночастичная энтро-
пия проявляется в виде узких пиков в резонанс-
ных точках (рис. 1a). Известно, что с ростом сте-
пени непараболичности зоны эффективная масса 
электрона растет, а квантованные уровни энергии 
уменьшаются [3, 4, 14-16]. Это приводит к тому 
(см. рис. 1а), что серии пиков с большим номером 
N сильно разделены – расположены далеко друг 
от друга. Высоты пиков, относящихся к одному 
значению N, почти равны. Иначе говоря, при низ-
ких температурах непараболичность зоны не из-
меняет высоты пиков, что согласуется с (10). 

Рисунок 1. Зависимости одночастичной энтропии 
двумерного электронного газа от химического потен-
циала при различных значениях степени непараболич-
ности. 

С ростом температуры (рис. 1b) график сме-
шается вверх, причем, чем больше коэффициент 
α, тем больше смешения. Этот результат согласу-
ется с предсказанием по формулам (9) и (11). 

Надо отметить, что во всех представленных 
графиках резонансная точка µ = Е1, где химиче-
ский потенциал газа равен первому квантовому 
уровню электрона, не показана. Для того, чтобы 
при низких температурах химический потенциал 
находился вблизи первого уровня, концентрация 
газа должна быть достаточно малой. При малых 
концентрациях взаимодействие между электро-
нами может играть существенную роль. Это 
обстоятельство требует учесть в теории важные 
эффекты, как-то: вигнеровская кристаллизация 
газа, перенормировка спектра электрона и.т.д. 
Такие вопросы обсуждены, н-р, в [12, 13]. 

На рис. 2 показаны зависимости s(µ) при трех 
температурах как параболической (рис. 2а) так и 
непараболической (рис. 2b) зоны. Их сравнение 
показывает, что в обоих случаях высокие темпе-
ратуры размывают пики. Однако в случае непара-
болической зоны размытие пиков происходит бы-
стрее. Это связано с уменьшением значений как 
отдельных энергетических уровней, так и рас-
стояния между ними. 

Рисунок 2. Зависимости одночастичной энтропии 
двумерного электронного газа от химического потен-
циала при различных значениях температуры. 
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На рис. 3 представлена зависимость 
одночастичной энтропии от химического 
потенциала газа при следующих параметрах α = 
4.1 eV−1, N = 2,3,4. Для проверки аналитических 
результатов на этом же рисунке приведены гори-
зонтальные линии соответствующих значений 
s(µ) в резонансных точках по формулам (9) и (11). 
Надо отметить, что аналитические формулы 
справедливы только для низких температур. 
Сравнения проведены для температуры T = 9.3 К. 
При этом условие T<<En+1−En хорошо 
выполняется.  

 
Рисунок 3. Сравнение аналитических формул (9) и 
(11) с численным результатом. 

Как видно из рис. 3, высота пика с N=2, 
полученным численным путем, больше, нежели 
дает аналитическая формула (горизонтальная 
линия). Эта разница может быть связана с 
асимметрией плотности состояний относительно 
химического потенциала [13]. Для больших 
значений N=3,4,… эта разность постепенно 
уменьшается. 

Самая нижняя горизонтальная линия 
соответствует аналитической формуле (11), где 
значение химического потенциала полагалось 
равным µ = (Е2+Е3)/2. Из сравнений ясно, что при 
низких температурах аналитические формулы (9) 
и (11) дают верные результаты. 

Из формулы (5) для плотности состояний 
видно, что проявления квантоворазмерных эф-
фектов в двумерном газе непосредственно связа-
ны с дискретным изменением функции Хэвисайда 
θ(E−Ei) по энергии E. В простой модели идеаль-
ного Ферми-газа время жизни электрона τ пред-
полагается бесконечным. В реальных ситуациях, 
из-за процесса рассеяния, время жизни τ станет 

конечным τ ~ / Γ , что соответствует конечной 
ширине квантованных уровней Γ. Но, оставаясь в 
модели идеального Ферми-газа, его можно учи-
тывать феноменологически, заменив функции Хэ-
висайда θ(E−Ei) его представлением (например, 
[3, 4, 13]). 

1θ( ) ( ) arctan .
2

i
i i

E EE E E EΓ
⎡ ⎤−π ⎛ ⎞− →θ − = + ⎜ ⎟⎢ ⎥π Γ⎝ ⎠⎣ ⎦  

Для нахождения выражения для 
одночастичной энтропии (или µ / T∂ ∂ ) снова 
воспользуемся условием постоянства числа 
частиц (5). Однако конкретные результаты 
получены численным путем. 

На рис. 4 представлены зависимости одно-
частичной энтропии от химического потенциала 
газа при следующих параметрах T = 35 К, α = 4.1 
eV−1, N = 2,3,4 и Γ = 0, 0.6, 1.5 meV. Как видно из 
рис. 4, с ростом параметра уширения максимумы 
одночастичной энтропии понижаются, а миниму-
мы поднимаются. Иначе говоря, амплитуды пиков 
подавляются.   

 
Рисунок 4. Зависимости одночастичной энтропии 
двумерного электронного газа от химического 
потенциала с учетом уширения уровней  

V. Заключение 

Численные и аналитические результаты дан-
ной работы показывают, что непараболичность 
зоны проводимости заметно влияет на одночас-
тичную энтропию s двумерного электронного га-
за. 

Согласно аналитическим формулам (9) и (11), 
эта величина пропорциональна произведению ко-
эффициента непараболичности и температуры αT.  
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Поэтому при достаточно низких температу-
рах непараболичность мало изменяет высоты пи-
ков, однако расположение пиков смещается влево 
по сравнению с параболическим приближением 
(рис. 1a). Это смещение обусловлено известным 
эффектом, ростом эффективной массы электрона. 
С повышением температуры поправки от непара-
боличности зоны более заметны, как показывает 
рис. 1b. Линия зависимости s(µ) смещена вверх, 
что отчетливо наблюдается во втором пике N=2.  

Расчеты, представленные на рис. 4, показы-
вают, что уширение квантовых уровней, обуслов-
ленное процессами рассеяния подавляет эффек-
тивную высоту пиков. 
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Single-particle entropy in two-dimensional elec-
tron gas in a narrow-band semiconductors  
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Numerical and analytical results of studying the effect of 
size quantization of single-particle entropy in a two-
dimensional electron gas in semiconductor materials with a 
nonparabolic conduction band are presented. The depen-
dence of the one-particle entropy on the chemical potential 
of the gas at resonance points and far from it is analyzed. It 
is shown that at low temperatures the nonparabolicity of 
the band gives a small correction to the single-particle en-
tropy. In both of the resonance point and far from it, this 
correction is proportional to the product of the nonparabol-
ic coefficient and the temperature αТ. The influence of the 
broadening of spatial quantization levels on the single-
particle entropy is estimated numerically. The results ob-
tained are presented for different temperatures, the degree 
of nonparabolicity of the conduction band, and the magni-
tude of the broadening. 

Keywords: heterostructure, quantum well, size quantiza-
tion, two-dimensional electron gas, degenerated Fermi-gas, 
chemical potential, Fermi energy, single particle entropy, 

minibands, narrow-band semiconductors, band nonparabo-
licity,  phase transition 
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Тор зонали яримўтказгичлардаги икки 
ўлчамли электрон газда битта заррага 
тўғри келувчи энтропия 
Г. Гулямов1, Б.Т. Абдулазизов2, М.С. Тоҳир-
жонов3, П.Ж. Байматов2 

1Наманган муҳандислик-қурилиш институти, И. Кари-
мов кўчаси, 12 уй, 160103, Наманган, Ўзбекистан  
2ЎзР ФА Физика-техника институти, Ч. Айтматов 
кўчаси 2б, 100084, Тошкент, Ўзбекистон 
3Наманган давлат университети, Уйчи кўча 316, 
716019, Наманган, Ўзбекистон 

Ўтказувчанлик зонаси нопараболик бўлган 
яримўтказгич материаллардаги икки ўлчамли электрон 
газида битта электронга тўғри келувчи энтропияни 
ўлчамли квантланиш эффектлари тадқиқотининг 
сонли ва аналитик тахлил натижалари келтирилган.  

Бир электронга тўғри келувчи энтропияни химиявий 
потенциалга боғланиши резонанс нуқталарда ва 
улардан узоқда тахлил қилинган. Натижалардан 
кўринишича, паст температураларда зона нопарабо-
ликлиги туфайли пайдо бўлган тузатма кичик бўлиб, у 
резонанс нуқталарда ва ундан узоқда хам зонани 
нопараболик коэффициент ва температура кўпайтмаси 
αТ га пропорционал экан. Ўлчамли квантланиш 
энергияси кенглигини битта электрон энтропиясига 
таъсири сонли усуллар ёрдамида ба³оланган. Олинган 
натижалар температуранинг турлича қийматларида 
ўтказувчанлик зонаси нопараболиклиги даражаси ва 
квант сат³лар кенглиги келтирилган.  

Калит сўзлар: гетеротузилмалар, квант ўра, ўлчамли 
квантланиш, икки ўлчамли электрон гази, айниган Ферми-
газ, химиявий потенциал, Ферми энергияси, битта зарра 
энтропияси, минизоналар, тор зонали яримўтказгичлар, 
нопараболик зона, фазавий ўтиш. 
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Рассчитаны матричные элементы трех и четырехфотонных оптических переходов меж-
ду подзонами валентной зоны полупроводника кубической симметрии. При этом учтен 
вклад одновременного трехфотонного взаимодействия в суммарный матричный элемент 
трех и четырехфотонных оптических переходов, и показано, что этот вклад зависит как 
от знака, так и численного значения параметра перед кубическим по волновому вектору 
дырок слагаемым в эффективном гамильтониане. 
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циркулярный дихроизм, закон сохранения энергии в трех фотонных оптических переходах. 

Matrix elements of three- and four-photon optical transitions occurring between the subbands 
of the valence band of semiconductor of cubic symmetry are calculated. In this case, the con-
tribution of the simultaneous three-photon interaction to the total matrix element of three- and 
four-photon optical transitions is taken into account, and it is shown that this contribution de-
pends on both the sign and the numerical value of the parameter of the term cubic in the hole 
wave vector in the effective hamiltonian. 
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ment, effective Hamiltonian, linear-circular dichroism, law of conservation of energy in three-photon op-
tical transitions. 
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I. Введение 

При поглощении линейно и циркулярно 
поляризованного света разрешены многокван-
товые оптические переходы через виртуальные 
электронные состояния, находящиеся как в 
валентной и в зоне проводимости, так и в далеко 
расположенных зонах [1-11]. По закону сохране-
ния углового момента носителей тока физическая 
природа оптических переходов зависит от 
степени поляризации света. В частности, при N 
фотонном поглощении циркулярно поляризован-
ного света фотовозбужденные носители будут 
иметь отличные от нуля угловые моменты, так  

что следующие фотоны будут взаимодействовать 
с оптически ориентированными носителями тока. 
По правилу отбора рассматриваемого оптиче-
ского перехода для проекции моментов носителей 
тока относительно волнового вектора фотона 
вероятности двух- и трехфотонных оптических 
переходов будут зависеть как от частоты, так и от 
степени поляризации света [7-11]. Последнее 
приводит к выявлению линейно-циркулярного 
дихроизма поглощения света. Это верно тогда, 
когда не учтена зависимость поглощения 
поляризованного излучения от анизотропия 
полупроводникового кристалла. 
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Заметим, что при исследовании некоторых 
оптических параметров полупроводника, 
например, при расчетах одно- и многофотонного 
коэффициента поглощения поляризованного 
излучения или поляризационно-зависимого 
фототока (см., н-р, [7-10]), требуется произвести 
расчеты матричных элементов рассматриваемых 
оптических переходов. Поэтому далее будем 
анализировать матричные элементы оптических 
переходов для конкретных случаев. 

II. Трехфотонный линейно-циркулярный
дихроизм

Проанализируем трехфотонные оптические 
переходы между подзонами тяжелых и легких 
дырок валентной зоны полупроводника. 
Матричные элементы всех типов трехфотонных 
оптических переходов выражаются как: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1
, , ,3 3

,,
, 1/2, 3/2 "'

2 11 2 3
, " , ", , 30

6 ,
,

2

m m m m m m
m mmk m k

m m m k m k m k m k

m m m mm m m m

m m
m k m k m k m k

M M M
M M

E E E E

M M M M eA H e
cE E E E

′′′ ′′′ ′′ ′′ ′
′′

′′′ ′′=± ± ′ ′′ ′

′′ ′ ′′ ′
Γ ′

′′ ′ ′′ ′

⎛
⎜= = +
⎜ − − ω − − ω⎝

⎛ ⎞ ⎡ ⎤′+ + + ⎜ ⎟ ⎣ ⎦− − ω − − ω ⎝ ⎠

∑
  (1) 

Здесь первое слагаемое описывается диаграммой 

, второе – диаграммой , третье – диа-

граммой , четвертое – диаграммой ,  

( ) ( ) ( )
3

3 30
, 6 ,

m m
m m

eAM H e
c′′ ′ Γ ′

⎛ ⎞ ⎡ ⎤′= ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 6 6
,  N N NH e H k e H kΓ Γ Γ′ ′= → −  эффективный

гамильтониан дырок в представлении Латтин-
жера-Кона [12-13], N=2,3,4, ( ) ( )3

6
H kΓ  − кубическое 

по волновому вектору дырок ( )k  слагаемое в 
( ) ( )6
NH kΓ . В частности, для полупроводников ку-

бической симметрии ( )3 ' ,H D JK=

( )2 2
1 2 ,K k k kα α α+ α+= +  Jα − матрицы оператора уг-

лового момента в представлении Г8 [12-13], 'D  − 
зонный параметр полупроводника, н-р, для          
p-GaAs 'D = 3.9×10−23 eVsm3. 

Отметим здесь, что вклад одновременного 
поглощения трех фотонов в коэффициент погло-
щения света или линейно-циркулярного дихроиз-
ма не исследован в работах [2, 3, 7-11], т.е. пре-
небрегали  последним слагаемым в (1). 

Если рассматривать оптические переходы, 
происходящие при поглощении трех отдельных 

фотонов, описываемых диаграммой , тогда 
поляризационная зависимость матричного 

элемента оптического перехода типа 
3 / 2 1/ 2m m′+ → → → +  выражается как  

( )
( )

33
2 20

2
32 3 4
8z

BkeA
e e e

c ′+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ω

, 

где по номерам промежуточных состояний 
,m m′  проводится суммирование. Матричный 

элемент трехфотонного оптического перехода 

типа , где сначала поглощается один фотон, 
а далее одновременно поглощаются два фотона, 
имеет вид: 

3 2
2 2 203 12( 1) 2 4( 1) .

2 2z z
eA B k A Ae e e e
c B B+ ⊥

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + + − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥ω ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎩ ⎭

Матричный элемент оптического перехода типа 
, где сначала одновременно поглощаются 

два фотона, а далее поглощается один фотон, и 
матричный элемент оптического перехода 
типа  с одновременным поглощением трех 
фотонов определяются аналогичным образом. 

Сумма матричных элементов последних двух 
переходов выражается как 

( )
3 2

2 203 10 .
2 z

eA B k e e e
c + ⊥

⎛ ⎞ ′ ′ ′− −⎜ ⎟ ω⎝ ⎠
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В результате поляризационная зависимость 
суммы всех трехфотонных оптических переходов, 

описываемых диаграммой , 
выражается как  

( )

3 2
0

2
2 22 2

3
2

310 4 4 .
8z z

eA B k e
c

Bke e e e

+

′⊥ +

⎛ ⎞ ′ ×⎜ ⎟ ω⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′ ′× − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ω ⎝ ⎠⎣ ⎦

Если учтем закон сохранения энергии в 
трехфотонных оптических переходах и 22e e⊥ +′ ′= , 
тогда последнее выражение принимает вид: 

( )
3 2

2 203 136 13
8 z

eA B k e e e
c + ⊥

⎛ ⎞ ′ ′ ′− −⎜ ⎟ ω⎝ ⎠
.  

Тогда квадрат модуля трехфотонных 

оптических переходов типа  имеет вид: 

( ) ( )

( )

2 232 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 0
1/2; 3/2 1/2; 3/2 4

24 3 34 4
8 8z z

eAM M Bk e e e e e e
c

− − − −
′ ′+ + − − + + − −

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎧ ⎫ ′ ′ ′ ′+ = − + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎩ ⎭ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ω ⎪ ⎪⎩ ⎭
.      (2) 

После проведения углового усреднения по 
телесному углу волнового вектора дырок имеем:  
для линейной поляризации 

( ) ( )
62 21 1 1 1 1 1 30

1/2; 3/2 1/2; 3/2
lin.pol

297 1
4

eAM M B
c

− − − −
+ + − −

⎛ ⎞⎧ ⎫+ =⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ω⎩ ⎭ ⎝ ⎠

для циркулярной поляризации 

( ) ( )
6 32 21 1 1 1 1 1 0

1/2; 3/2 1/2; 3/2
circ.pol.

405
16

eA BM M
c

− − − −
+ + − −

⎛ ⎞⎧ ⎫+ =⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ω⎩ ⎭ ⎝ ⎠
. 

Из последних соотношений видно, что 
коэффициент трехфотонного линейно-
циркулярного дихроизма, когда фотоны 
поглощаются по отдельности, равен 

( )1 1 1
1/2; 3/2 44 /15.− −

± ±η =  
Квадрат модуля поляризационной 

зависимости суммарных матричных элементов 

оптических переходов типа

 принимает вид 
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,
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3 310 6 4
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∑
(3) 

Тогда усредняя последние соотношения по волновому вектору дырок, получим:
для линейной поляризации 

( )
26 2223 0

, 2 2
3/2; 1/2 linear

21.5 4.9 0.5 ,m m
m m

eA B k DM D
c B k B k′

′=± =±
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для циркулярной поляризации 

( )
26 2223 0

, 2 2
3/2; 1/2 сirc

22.5 7.8 0.49m m
m m

eA B k DM D
c B k B k′

′=± =±
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∑ .            (5)

III. Четырехфотонный линейно-циркуляр-
ный дихроизм

Ниже рассмотрим четырехфотонное погло-
щение поляризованного излучения в полу-
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проводниках кубической симметрии, обусловлен-
ное прямыми оптическими переходами между 
подзонами легких и тяжелых дырок, где, в отли-
чие от [1-9], учтем одновременное поглощение 
трех фотонов. Тогда четырех-фотонный 

матричный элемент оптических переходов между 
подзонами тяжелых и легких дырок валентной 
зоны полупроводника определяется 
соотношением: 
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где , 1 / 2m c= ± , Eg − ширина запрещенной 
зоны, а закон сохранения энергии для указанных 
ОП выражается с помощью функции 
( )2c lhE Eδ − − ω .

IV. Заключение

Отметим, что волновой вектор в конечном 
состоянии электронов, участвующих в 
межзонных ОП, определяется с помощью 

выражения ( )
( , )

(2 )
, 2

2 2
c L

c L gk Eω +µ= ω− , где L=lh 

(L=hh) − для легких (тяжелых) дырок, 
( , )c L c L

c L

m m
m m+µ =

+
 − приведенная эффективная

масса носителей тока, mc − эффективная масса 
элект-ронов в зоне проводимости, mL − 
эффективная масса дырок в подзоне L. Тогда для 
энергий легких и тяжелых дырок справедливы 
следующие соотношения:  

а) если ОП происходит из подзоны тяжелых 
дырок, тогда  

( )(2 )
,( ) 2 ,c

L hh c L hh g
c hh

mE k E
m m

ω
= = = ω−

+
 

( ) ( )(2 )
,( ) 2c hh

lh c L hh g
lh c hh

m mE k E
m m m

ω
= = ω−

+
; 

б) если ОП происходит из подзоных легких 
дырок, тогда  

( ) ( )(2 )
,( ) 2c lh

L hh c L lh g
hh c lh

m mE k E
m m m

ω
= = = ω−

+
, 

( )(2 )
,( ) 2c

lh c L lh g
c lh

mE k E
m m

ω
= = ω−

+
. 

Таким образом, в узкозонном кристалле были 
классифицированы межзонные трех и четырех 
фотонные ОП и получены выражения для 
матричных элементов в зависимости от зонных 
параметров, степени поляризации и частоты 
света. 

Метаданные 

On the theory of three and four photon linear-
circular dichroism in p-GaAs 
R.Ya. Rasulov1, V.R. Rasulov1, I. Eshboltaev2, М.Kh. 
Kuchkarov2 
1Ferghana State University, Murabbiylar str. 19, 150100, Fer-
gana, Uzbekistan 
2Kokand State Pedagogical Institute, Turon str. 19, 150700, Ko-
kand, Uzbekistan 

Matrix elements of three- and four-photon optical transi-
tions between subbands of the valence band of a semicon-
ductor of cubic symmetry are calculated. In this case, the 
contribution of the simultaneous three-photon interaction 
to the total matrix element of three- and four-photon opti-
cal transitions is taken into account, and it is shown that 
this contribution depends on both the sign and the numeri-
cal value of the parameter of the term cubic in the hole 
wave vector in the effective Hamiltonian. 
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P-GaAs да уч ва тўрт фотонли чизиқли цирку-
ляр дихроизм назарияси тўғрисида 
Р.Я. Расулов1, В.Р. Расулов1, И. Эшболтаев2, М.Х. 
Кучкаров2 
1Фарғона давлат университети, Мураббийлар кўч. 19, 150100, 
Фарғона, Ўзбекистон 
2Қўқон давлат педагогика институти, Турон кўч. 19, 150700, 
Қўқон, Ўзбекистон 

Куб симметрияли яримўтказгич валент зонасининг 
тармоқлариаро уч ва тўрт фотонли оптик ўтишлар мат-
рицавий элементлари ҳисобланган. Бунда уч ва тўрт 
фотонли оптик ўтишларнинг таркибий матрица эле-
ментига бир вақтнинг ўзида уч фотонли ўзаро таъсир-
нинг қўшган ҳиссаси эътиборга олинган ҳамда бу 
улушнинг самаравий гамильтониандаги коваклар 
тўлқин вектори кубинчи даражали ҳад олд коэффици-
ентининг сон қиймтига, ҳам ишорасига боғлиқ эканли-
ги кўрсатилган. 
Калит сўзлар: уч ва тўрт фотонли оптик ўтишлар, 
бошланғич, виртуал ва якуний ҳолатлар, матрица элементлар, 
самаравий гамильтониан, чизиқли циркуляр дихроизм 
коэффициенти, уч фотонли оптик ўтишларда энергиянинг 
сақланиш қонуни. 
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Эффект множественной генерации экситонов в низкоразмерных наноструктурах одним 
фотоном представляет собой возможный путь к повышению эффективности фотоэлек-
трического преобразования. В этой работе статистическая теория Ферми генерации 
сильно коррелированных частиц используется для объяснения размерного эффекта ге-
нерации множественных экситонов в наностержнях PbSe по сравнению с квантовыми 
точками. Статистический подход, учитывающий разницу в пороговых энергиях фотонов 
для размножения носителей в наностержнях по сравнению с квантовыми точками, дает 
хорошее согласие с экспериментальными значениями квантовых эффективностей. 

Ключевые слова: размерность, множественная генерация экситонов, PbSe, квантовые точки,   
наностержни, теория Ферми. 

The effect of multiple exciton generation in low dimensional nanostructures by a single 
photon presents a possible route to improved photovoltaic conversion efficiency. In this work, 
the Fermi`s statistical theory of the generation of strongly correlated particles is used to ex-
plain the dimensional effect of the generation of multiple excitons in PbSe nanorods versus 
quantum dots. The statistical approach taking into account the difference in threshold photon 
energies for carrier multiplication of nanorods versus quantum dots gives a good agreement 
with the experimental values of quantum efficiencies. 
Keywords: dimension, multiple exciton generation, PbSe, quantum dots, nanorods, Fermi theory. 
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I. Introduction 

One of the remarkable nanoeffects occurring in 
semiconducting nanocrystals is the generation of 
multiple electron-hole pairs (excitons) upon the ab-
sorption of a single photon [1-8]. The effect called 
Multiple Exciton Generation (MEG) or Carrier Mul-
tiplication (CM) is potentially promising to increase 
the efficiency of solar energy conversion, particularly 
in photovoltaics and photocatalysis. The Shockley-
Queisser (SQ) detailed balance analysis limits the 
power  conversion  efficiency  to  33%  for  a  single   

light-absorbing layer. However, the generation of 
multiple excitons upon the absorption of a single pho-
ton could potentially increase the power conversion 
efficiency to above 40% [3, 7]. The effect was first 
observed in bulk semiconductors [9] when a hot elec-
tron in the conduction band collides and forces a va-
lence electron to promote across the bandgap, but its 
probability is very low due to the fast relaxation and 
phonon emissions. In semiconducting nanocrystals, 
due to the quantum confinement of electrons and 
holes, phonon emissions are suppressed, and conser-
vation of translational momentum is relaxed. As a re-
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sult, the threshold photon energy Eth at which the 
quantum yield (QY) for exciton generation begins to 
exceed unity, and the energy of creation of an elec-
tron-hole pair εe-h which is the excess photon energy 
required to generate an additional electron-hole pair 
after the threshold photon energy, are reduced, and 
the quantum efficiency of the MEG effect is enhan-
ced.  

The first experimental observation of MEG was 
reported in different quantum dots, including PbSe 
[1], PbS [2, 6], PbTe [10], Si [5], CdSe [4], InAs [11, 
12]. Many theoretical investigations [13-19] followed 
the experiments to explain the MEG effect. The QYs 
measured initially by different research groups in 
identical materials were contradictory [8, 20-23]. 
These discrepancies were explained by the uncontrol-
led photocharging of nanocrystals due to the longer 
lifetime of the photoionized state compared to the ti-
me between laser pulses. After eliminating photo-
charging effects, it was established a good agreement 
between data obtained by different spectroscopic 
techniques [20, 21]. 

Usually, the QYs measurements [24] can be 
plotted versus hν/Eg, where hν is the photon energy, 
Eg is the bandgap energy, and the efficiency of an 
electron-hole pair multiplication ηe-h is then obtained 
from the following relationship between the QY and 
hν/Eg for hν>Eth: 

QY 1 e h
g

h
E −

⎛ ⎞ν= − η⎜ ⎟
⎝ ⎠

.             (1) 

At the limit of the efficiency of exciton generati-
on equal to 1, the amount of excess energy needed to 
produce an additional electron-hole pair is the band-
gap energy Eg. For this case, the plot QY vs hν/Eg 
have a “staircase” shape. In reality, the amount of 
energy for an electron-hole pair creation is greater 
than the bandgap energy because some excess energy 
is lost as heat. Since ηe-h is defined as the bandgap 
energy divided by the actual energy of electron-hole 
pair creation ηe-h = Eg/εe-h, ηe-h is less than 1. 

We can compare the values of the efficiency of 
an electron-hole pair generation for bulk and QDs, for 
example, for bulk PbSe ηe-h = 0.2 while for PbSe 
QDs ηe-h = 0.4 or for bulk Si ηe-h = 0.4 and for Si 
QDs ηe-h = 0.9 [24]. In nearly all cases, the efficien-
cies for the QDs are higher than those for bulk semi-
conductors. Note here, that the efficiency of exciton 
generation of (6,5) SWCNTs is equal to 0.7, which is 

also very promising [25]. In general, two important 
factors of the MEG effect, the threshold photon ener-
gy and the energy of an electron-hole pair creation, 
are both reduced in QDs compared to those in bulk 
counterparts and responsible for the enhanced MEG 
effect in QDs. 

The enhancement of the MEG effect due to the 
reduction of the energy of an electron-hole pair crea-
tion is especially promising to obtain an appreciable 
improvement in the power conversion efficiency of 
practical devices. As it was shown [24], the smaller 
energy of an electron-hole pair creation correspon-
ding to stronger MEG can be achieved either by slo-
wing the intra-band energy loss or enhancing Cou-
lomb interactions responsible for exciton-generating 
collisions.  

The dimension of nanostructures is chosen as 
one of the factors to boost further the MEG perfor-
mance in PbS and PbSe nanoparticles. According to 
CM measurements [26-27], multiexciton yield shows 
an approximately two-fold increase from ~11% in 
PbSe QDs to ~25% for nanorods for the aspect ratio 
of ~7.  It was shown that at similar threshold photon 
energy, nanorods exhibited a two-fold reduction of 
the energy of an electron-hole pair creation over QDs 
attributed to increased Coulombic coupling in the qu-
asi-1D structure at the optimal aspect ratio of 6-7 [26-
27]. At those optimal aspect ratios, the energy of an 
electron-hole pair creation εe-h in PbSe nanorods is 
2.7 Eg and the CM threshold Eth is 2.6 Eg, while in 
PbSe QDs they are 4 Eg  and 2.7 Eg [26-27], respec-
tively. It was supposed that decreasing the quantum 
efficiency at larger aspect ratios is likely due to the 
restored 1D translational momentum conservation 
which imposes additional restrictions on the CM 
process [26-27].  

II. Multiple Exciton Generation models

A few models interpret the CM effect in QDs 
[15-19]. In the impact ionization model [15] the CM 
was considered inverse with respect to Auger recom-
bination of biexciton states into a single exciton state. 
Therefore, two time constants should be comparable, 
or the CM should proceed even slower than that of 
the Auger decay. However, the transient absorption 
(TA) data shows that the characteristic CM time is 
much shorter (<50−200 fs) than the Auger recombi-
nation time (~300 ps) indicating that CM is probably 
not an Auger type process.  

According to the coherent CM model [16], due 
to the superposition of a single-exciton and coherent 
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multi-exciton states, coherent oscillations between 
various resonant-exciton and multi-exciton states 
should be established. These oscillations were not 
experimentally detected, instead, the 1S-state build-
up is dominated by the intraband relaxation process.  

Schaller and et al. [17] showed, that due to the 
instantaneous character (~200 fs) of generation of 
multiexcitons they interpreted the MEG in terms of 
their direct photogeneration of multiexcitons by a 
single photon via virtual single exciton states. Se-
cond-order perturbation theory was applied to the ge-
neration of biexciton by a single photon via a virtual 
single-exciton state by using the electron-electron 
Coulomb interaction coupling matrix. While coherent 
CM occurs in the regime of strong exciton-to-
biexciton Coulomb coupling, the perturbation app-
roach is valid for the situation of weak to moderate 
coupling. Although the perturbation theory was app-
lied for the generation of biexcitons, for the processes 
of high multiplicity it could be problematic [27] due 
to the strong correlation of multiple excitonic states 
in the confined space. From another side, it was well-
known [28, 29] that for the processes of multiple ge-
neration of strongly correlated particles statistical 
approaches give a more realistic description. The sta-
tistical theory developed by Fermi [29-31] was origi-
nally developed for the generation of π-mesons at 
nucleon-nucleon collisions. Due to the large values of 
interaction constant of the nucleons with π-meson 
field, for the analysis of the process of generation of 
π-mesons, the perturbation theory was not justified to 
be used [28]. Instead, it was supposed that the energy 
released at nucleon-nucleon collision was instanta-
neously distributed according to the statistical laws 
between various degrees of freedom available in the 
given effective volume. This approach was assumed 
to be an extreme case inverse to the perturbation 
theory and a good approximation of the real picture, 
especially at high energies. In our previous works [18, 
19], we used the Fermi statistical approach to the 
MEG effect in QDs, by assuming the energy of gene-
ration of an electron-hole pair to be equal to the ener-
gy of semiconductor bandgap (Eg), which is an ideal 
case of generation of particles without energy losses. 
With such an assumption, almost ideal high multipli-
cities were obtained in PbSe QDs [19], which did not 
correspond to the data on CM observed in the recent 
experiments [24-27]. In this work, the statistical app-
roach was modified using the real threshold photon 
energy and additional electron-hole pair creation 
energy calculated from the experiments [26, 27] to 

explain the dimensionality effect of CM efficiencies. 
We compare the quantum efficiencies of MEG in 
PbSe nanorods versus quantum dots calculated within 
the Fermi approach with the corresponding experi-
mental results [24-27]. 

III. Dimension effect in the Fermi approach 

By applying Fermi`s statistical theory [29] to the 
MEG effect, we can suppose, that a high-energetic 
photon hν>>Eg is absorbed in the volume of nanopar-
ticles and is rapidly distributed among the various 
degrees of freedom present in the system, so that n 
electrons and holes (n/2 excitons) are generated. By 
neglecting the conservation of momentum, the ex-
pression for the probability of generation of n partic-
les with a certain energy distribution in the effective 
volume Ω  can be written as  

3 /2 (3 /2) 1
0

3 /2 3 /2 3( )
2 ((3 / 2) 1)!

n n n

n n n
m TS n

n

−Ω
=

π −
.           (2) 

Here, m0 is the free electron mass; n = 2, 4, 6, ... is the 
number of particles (electrons and holes); T is the to-
tal kinetic energy of generated particles. The relative 
probability of generation of n particles is then deter-
mined as  

( )( )
( )n

S nW n
S n

=
Σ

.                           (3) 

The QY of CM upon absorption of a single pho-
ton is calculated as QY e hN −= ×100%, where e hN −  
is the average number of electron-hole pairs calcula-
ted via statistical weights 

( )2
( )

n
e h

n

nS nn N
S n−

Σ
= =

Σ
.                       (4) 

In general, according to the model (Eq. 2), two 
parameters, the effective volume and the kinetic 
energy of the particles, vary with the size and shape 
of nanoparticles. Therefore, the dimension effect ob-
served in experiments [26, 27] can be interpreted ba-
sed on different values of the effective volume of na-
norods versus QDs and the kinetic energy of the par-
ticles generated in that volume. The effective volume 
of QDs is calculated using Ω=(3/4)πR3 and for nano-
rods it is defined from Ω=πR2Leff, in which Leff is the 
effective length of the nanorod, which for PbSe is ta-
ken at optimal aspect ratios of 6-7, at which the CM 
efficiency was maximal [26].  

As it was mentioned above, a threshold photon 
energy, above which QYs begin to exceed 1, and 
energy of electron-hole pair creation in nanorods is 
smaller than those in QDs, so in the nanorods, the ki-
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netic energy of the particles should be greater. Thus, 
the higher efficiency of MEG in PbSe nanorods es-
tablished from the experiments [27] over QDs at si-
milar bandgap energy can be explained due to the 
higher values of the effective volume in which mul-
tiple particles are created and their total higher kinetic 
energy. Estimations of QYs for PbSe nanorods and 
QDs can be made using Eqs. (2, 4). The statistical 
weight of generation of a single exciton is calculated 
by using the following formula 

3 2 2
0

3 6(2)
8 5!
m TS Ω

=
π

.             (5) 

The statistical weight of generation of biexciton is 
then equal to 

6 4 5
0 1

12(4)
64 5!
m TS Ω

= .            (6) 

The kinetic energy of a single exciton generated upon 
excitation by a high energetic photon (Fig. 1) is cal-
culated from the formula  

g excT h E E= ν − + .            (7) 

Here Eexc is the exciton potential energy. When the 
photon energy is higher the threshold, an additional 
exciton is generated, and the kinetic energy of two 
excitons (Fig. 1) can be calculated based on the fol-
lowing formula 

1 th excT T E E= − + .            (8) 

Figure 1. The kinetic energies of a single exciton (T) and 
biexciton (T1) are determined via the excitation electron 
energy (Ee), the bandgap energy (Eg), and the threshold 
photon energy (Eth) The exciton binding energy is not 
shown. 

IV. Results

CM efficiencies in PbSe nanorods and QDs with 
similar diameter and effective bandgap were calcula-
ted using Eq. 4. We compared the theoretical results 
for nanorods and QDs of three different diameters 
(2.7 nm, 3.7 nm, and 4.7 nm) with the corresponding 
experimental ones at 3.1 eV excitation. It was shown 
(Table 1 and 2) that a good agreement of theoretical 
results of CM efficiencies for the two types of nano-
particles (d=2.7 nm, and 3.7 nm) with the correspon-
ding experimental data was obtained using the CM 
threshold photon energy of Eth=2.7Eg for QDs, and 
Eth=2.6Eg for nanorods established in the experiments 
[26, 27]. For the largest nanoparticles (d=4.7 nm) 
(Table 3), the agreement with the experiments was 
achieved using Eth=3.1Eg. In the calculations of effec-
tive volumes of nanorods, the optimal aspect ratio of 
nanorods (AS=7) was used, at which the CM effi-
ciency was maximal. Based on the dielectric forma-
lism [32], the Coulomb interaction in an electron-hole 
pair can be approximately defined by the sum of po-
larizing waves with different wavenumbers, and the-
refore we assume that the dielectric constant in QDs 
and nanorods should be smaller than that in bulk se-
miconductors. Therefore, we chose the arbitrary va-
lues for Coulomb interaction energy in the electron-
hole pair in PbSe nanorods and QDs which match the 
model with the experiments.  

Note that its value in the nanoparticles is larger 
than that in bulk PbSe. Moreover, it can be seen from 
Tables 1-3, the chosen exciton energies inversely cor-
relate with the diameter of the particles. 
Table 1. PbSe QDs and nanorods with 2.7 nm in diameter 
and 0.89 eV bandgap energy.  

n S(n) 〈Ne-h〉theor 〈Ne-h〉exp [27]

QDs: Eth=2.7 Eg; Eexc=0.4 eV 
2 2.06×1022 1.16 1.15

4 4.02×1021 

Nanorods: Eth=2.6 Eg; L=7×2.7 nm=18.9 nm; Eexc=0.4 
eV 

2 1.66×1024 1.38 1.30

4 9.84×1023 
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Table 2. PbSe QDs and nanorods with 3.7 nm in diameter 
and 0.81 eV bandgap energy.  

n S(n) 〈Ne-h〉theor 〈Ne-h〉exp [27]

QDs: Eth=2.7 Eg; Eexc=0.17 eV 
2 1.21×1023 1.23 1.22

4 3.65×1022 

Nanorods: Eth=2.6 Eg; L=7×3.7 nm=25.9 nm; 
Eexc=0.02 eV 

2 1.18×1025 1.55 1.5

4 1.47×1025 

Table 3. PbSe QDs and nanorods with 4.7 nm in diameter 
and 0.66 eV bandgap energy.  

n S(n) 〈Ne-h〉theor 〈Ne-h〉exp [27]

QDs: Eth=3.1 Eg; Eexc∼0 eV 
2 5.0×1023 1.4 1.50 

4 3.58×1023 

Nanorods: Eth=2.6 Eg; L=7×4.7 nm=32.9 nm;       
Eexc=0 eV 

2 5.52×1025 1.89 1.80

4 4.34×1026 

V. Conclusion  

The statistical model is presented to explain the 
dimensionality effect on CM established in the expe-
riments [26, 27]. According to the model, the larger 
kinetic energy due to the smaller energy threshold of 
CM results in higher quantum yields of MEG in na-
norods compared to those in QDs which is in good 
agreement with the experiments. The model takes in-
to account the enhancement of exciton energy in low 
dimensional nanostructures. It can be used to estimate 
the CM efficiency in 0D and 1D nanostructures based 
on the photon energy threshold and energy of the 
creation of additional electron-hole pairs above the 
energy threshold.  
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Наноструктураларда кўп экситон генера-
циясининг ўлчам эффектига Ферми ёндашуви 
М.Б. Марасулов1, Н.Н. Тураева2, Б.Л. Оксенген-
длер1,3 

1Ўзбекистон Республикаси Фанлар Академияси Поли-
мерлар кимёси ва физикаси институти, А.Қодири 
кўчаси 7б, 100128, Тошкент, Ўзбекистон 
2Вебстер университети, USA470 E. Локвуд Ави. Ст. 
Лоуис, MO 63119, АҚШ 
3Ўзбекистон Республикаси Фанлар Академияси Ион-
плазма ва лазер технология институти, Дўрмон йули, 
33, 100125, Тошкент, Ўзбекистон 

Кичик ўлчамли наноструктураларда битта фотон билан 
кўп экситон генерацияси эффектини фотоэлектрик 
ўзгариш самародорлигини оширишнинг мумкин 
бўлган усулини ўзида намоён қилади. Ушбу ишда PbSe 
наностержен кўп экситон генерацияси ўлчам 
эффектини квант нуқталар билан солиштиришда 
Фермининг кучли корреляция қилинган заррачалар 
ҳосил бўлишининг статистик назариясидан 
фойдаланилади. Наностерженларда квaнт нуқталар 
билан солиштирганда ташувчиларни кўпайиши учун 
фотон чегара энергияси фарқини хисобга олувчи 
статистик ёндашув квант самарадорлигининг 
экспериментал қийматлари билан яхши мос келади. 
Калит сўзлар: Ўлчовлилик, кўп экситон генерацияси, PbSe, 
квант нуқталар, наностержен, Ферми назарияси 
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В настоящей работе рассмотрены экспериментальные данные окисления поверхности 
кремния в вакууме при последующем отжиге, полученные методом спектроскопии пол-
ного тока. Проведенные исследования показали, что при использовании температурного 
отжига для очистки поверхности кремния от загрязнений есть свои плюсы и минусы. 
Нельзя допустить длительный отжиг при высоких температурах, который приводит к 
окислению кремния. А использование кратковременной вспышки можно использовать 
только для удаления физически (не химически) адсорбированного слоя атомов. 

Ключевые слова: спектроскопия полного тока, кремний, отжиг, поверхность. 

In this work, we consider the experimental data on the oxidation of the silicon surface in va-
cuum with subsequent annealing obtained by total current spectroscopy. Studies have shown 
that when using temperature annealing to clean the silicon surface from contamination, there 
are pluses and minuses. Prolonged annealing at high temperatures, which leads to silicon oxi-
dation, must not be allowed. And the use of a short time flash can only be used to remove a 
physically (not chemically) adsorbed layer of atoms. 

Keywords: total current spectroscopy, silicon, annealing, surface.
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I. Введение 

Одним из наиболее востребованных материа-
лов современной микро- и наноэлектроники оста-
ется монокристаллический кремний и диоксид 
кремния [1, 2]. Так, в последнее время, благодаря 
созданию квантово-размерных структур на крем-
нии [3-5] преодолена трудность его использования 
в фотоэлектронике из-за низкой вероятности излу-
чательной рекомбинации [6-7], и тем самым полу-
чен новый импульс его широкого применения в 
названных областях науки и техники [8]. В произ-
водстве кремниевых интегральных схем, кроме ка-
чества структуры поверхности, большое значение 
имеет выбор кристаллографической ориентации 
кристаллов-подложек, например, плоскости (111) 
окисляются быстрее, чем плоскости (100), вследст 

вие большой поверхностной плотности упаковки 
атомов [9-11], способных вступать в реакцию 
окисления [12]. Степень очистки оказывает непо-
средственное влияние на качество продукции, по-
этому все больше микроэлектронных компаний 
прилагают усилия в этом направлении [13-17]. 
Особую важность проблема чистоты поверхности 
приобрела с возникновением планарной техноло-
гии [18], при которой свойства поверхности оказы-
вают существенное влияние на параметры прибо-
ров. Знание механизма адсорбции и десорбции 
примесей на поверхности полупроводниковых ма-
териалов важно для проведения целенаправленно-
го эффективного процесса очистки [19]. Также 
ориентационные эффекты при травлении поверх-
ности кристаллов считаются немаловажными при 
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получении белого света из GaN на основе крем-
ниевых светодиодов [20-22]. Существуют различ-
ные методы получения атомарно чистых поверх-
ностей материалов [23-25]. Каждый из них имеет 
определенные преимущества и недостатки. Поэто-
му универсальной процедуры очистки не сущест-
вует. Для каждого материала, как правило, требу-
ется индивидуальная методика или даже комбина-
ция нескольких методик. В настоящее время наи-
более перспективным методом получения атомар-
но чистых поверхностей представляется низко-
энергетичное ионное и плазмохимическое травле-
ние [26]. Вместе с тем, в литературе практически 
не представлены исследования, в которых прово-
дилось бы сопоставление очистки поверхности 
ионной бомбардировкой и электронно-спектро-
скопическими методами. 

Большой объем исследований по очистке по-
верхности кристаллов кремния проведен за по-
следние 20 лет. Изучены различные условия про-
ведения очистки поверхности, использовались раз-
личные методы и подходы к решению поставлен-
ной задачи. Убедительно показано улучшение ха-
рактеристик кристаллов кремния, необходимых 
для тех или иных практических применений. Тем 
не менее в настоящее время нет универсального 
оборудования и технологического процесса очист-
ки поверхности полупроводниковых пластин, пол-
ностью удовлетворяющих всех производителей 
полупроводниковых изделий.  

Таким образом, в производственных центрах 
мира при получении МДП структур перед напыле-
нием пленок, перед диффузией атомов и другими 
технологическими процедурами приходится про-
водить очистку поверхности подложки кремния от 
окисной пленки методом ионной бомбардировки и 
последующего отжига. При этом приходится мно-
го раз сталкиваться с поверхностью кремния в 
процессе окисления, физически и химической ад-
сорбции газов, ионной бомбардировки, травления 
и последующего отжига. Сравнительное исследо-
вание спектроскопии полного тока (ПТ) кремния и 
оксида кремния представляет определенный инте-
рес.  

Для исследования поверхности кремниевых 
пластин применяют различные методы контроля. 
Для точного определения состояния и свойств по-
верхности подложек оптимально использовать 
комбинации нескольких методов контроля поверх-
ности полупроводниковых пластин. Данная работа 
посвящена исследованию окисления поверхности 

кремния в вакууме методом спектроскопии ПТ с 
последующим отжигом. Измерения проводили на 
монокристалле Si(111). 

II. Описание объекта и методов исследо-
вания

Подробное описание методики спектромет-
рии полного тока имеется в [27-33]. Спектры ПТ 
кристаллов кремния получены при облучении 
электронами с энергией 0−100 эВ, ток ~10–8 А (ток 
ионов Cs+ и Cl− ~10–6 А, энергия 3 кэВ). Чистоту 
поверхности контролировали по спектрам ВИМС. 
В качестве образцов использовали пластинки мо-
нокристаллов кремния р-типа (КДБ-7.5) с ориен-
тацией грани (111). Рабочий вакуум при проведе-
нии исследований составлял 10–9 Торр. 

III. Описание и анализ результатов

Перед началом работы по спектроскопии ПТ 
были параллельно сняты масс-спектры ВИ с по-
верхности грязного, не отожжённого, кремния 
методом ВИМС. Результаты исследований зон-
ных структур кремния и оксида кремния методом 
спектроскопии ПТ показывают, что распределе-
ние плотности состояний в этих материалах по-
хожи, в валентной зоне имеются (0−14 эВ) три 
максимума плотности заполненных состояний. 
Зона проводимости характеризуется двумя экс-
тремумами в интервале энергии между уровнем 
Ферми и вакуума. По функции плотности состоя-
ний спектры ПТ кремния и оксида кремния не 
должны содержать интенсивной тонкой структу-
ры. Однако, поверхность этих веществ характери-
зуется в большей степени ковалентной связью 
(51%), энергетическая структура приповерхност-
ной области может существенно отличаться от 
объемной и подвергается сильной геометрической 
перестройке [34].  

На рис. 1 приведены спектры ПТ в процессе 
адсорбции газов на поверхности кремния. Наблю-
дение газовой адсорбции по спектрам ПТ опреде-
ляется характером перестройки структуры плот-
ности состояний в приповерхностной области 
кремния. В случае физической адсорбции, когда 
энергия взаимодействия атомов невелика, можно 
ожидать, что электронная структура поверхности 
существенно не изменится. Интенсивность сигна-
лов подложки ослабляется вследствие дополни-
тельного рассеяния в адсорбционном слое. Ад-
сорбция таких газовых молекул, как СО, СО2 и 
Н2О не вносит особенностей в спектр ПТ кремния, 
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тру ПТ SiОx. После температурного отжига в те-
чение 10 минут при температуре 600°С начинает-
ся удвоение первичного пика. Если на поверхно-
сти островковой пленки происходит раздвоение 
первичного пика, энергетическое положение од-
ного соответствует работе выхода подложки, а 
другого работе выхода поверхности островка. 
Раздвоение первичного пика указывает на образо-
вание углеродных и оксидных соединений крем-
ния.  

Как видно, в спектре ПТ появляется макси-
мум δ при энергии 17 эВ (что на 13 эВ больше по-
сравнению с первичным пиком). сравнение с дан-
ными NEXAFS, TDOS [29] показывает, что этот 
максимум соответствует возбуждению 2р состоя-
ния атома углерода на незаполненные состояния 
выше уровня вакуума. По форме первичного пика 
можно сказать, что после отжига при температуре 
700°С поверхность полностью покрывается 
сплошным окисным слоем. Проявление максиму-
мов α, β, γ указывает на поверхностные электрон-
ные состояния, характерные для окисленного 
кремния. 

Можно заметить, что при температуре отжи-
га после 500°С начинается увеличение пика ионов 
углерода на поверхности. При сравнении спек-
тров ПТ обнаружено, что при высоких температу-
рах отжига кремния выше 500°С междоузельный 
углерод выходит из объема на поверхность крем-
ния. Далее отжиг до температуры 1000°С не при-
водит к очистке поверхности от углерода и её со-
единений. 

Дифракционная структура, присутствующая 
в спектрах ПТ, содержит определенную инфор-
мацию о свойствах геометрической структуры 
поверхности. При исследовании монокристалли-
ческих образцов в энергетической зависимости 
интенсивности отраженного пучка проявляются 
дополнительные особенности в интервале энер-
гий первичных электронов, соответствующие ус-
ловиям появления дифракционных пучков. Эти 
особенности наблюдаются при энергиях, несколь-
ко меньших порога появления дифракционного 
пучка, в виде чередующихся экстремумов. Со-
гласно существующим представлениям [37], тон-
кая структура обусловлена многократным рассея-
нием дифракционного пучка на поверхностном 
потенциальном барьере, что при определенных 
соотношениях между параметрами барьера и им-
пульса электрона приводит к резонансному изме-
нению интенсивности отраженного и проходяще-

го пучков. Это явление известно под названием 
поверхностного резонанса, или резонанса на по-
верхностных состояниях [29], поскольку в дина-
мической теории дифракции особенности поверх-
ностного рассеяния связываются с квазистацио-
нарными поверхностными состояниями, распо-
ложенными выше уровня вакуума. Образцы с на-
рушенной поверхностью не дают дифракционной 
картины (например, после ионной бомбардиров-
ки, адсорбции газов, или в поликристаллических 
образцах), следовательно, дифракционный ком-
понент в спектре будет отсутствовать. Также это 
относится к измерениям температурной зависи-
мости спектров ПТ. Известно, что интенсивность 
дифракционных пучков уменьшается с ростом 
температуры образца. Поскольку волнообразная 
особенность связана с многократным рассеянием 
дифракционного пучка на поверхностном потен-
циальном барьере, то уменьшение его интенсив-
ности с ростом температуры должно приводить к 
уменьшению интенсивности дифракционной осо-
бенности в спектре ПТ. Используя один из рас-
смотренных критериев, можно уверенно выделить 
из спектра ПТ особенности дифракционной при-
роды. Перспективность дифракционных эффектов 
в спектрах ПТ дает возможность получать не 
только качественную, но и количественную ин-
формацию о структуре поверхности и динамике 
поверхностных частиц. Как видно, при последо-
вательной выдержке и отжиге кристаллов крем-
ния наблюдается окисление поверхности крем-
ния. Отжиг приводит к усилению наблюдаемых 
эффектов. Даже отжиг до температуры 1000°С не 
приводит к очистке поверхности от кислорода, 
углерода и его соединений. Проведенные иссле-
дования при разных условиях показали, что 
структура поверхностного состояния зависит не 
только от температуры, но и от времени и ваку-
умных условий.  

IV. Заключение

Проведение сравнительных измерений спек-
тров ПТ на монокристаллической поверхности 
кремния и на той же поверхности, но с нарушен-
ной геометрической структурой, показывает, что 
образцы с нарушенной поверхностью не дают 
дифракционной картины, и, следовательно, ди-
фракционная компонента в спектре будет отсут-
ствовать. Также это относится к измерениям тем-
пературной зависимости спектров ПТ. Известно, 
что интенсивность дифракционных пучков 



42        У.Б. Шаропов 

©Академия наук Республики Узбекистан, 2021 г. 

уменьшается с ростом температуры образца. По-
скольку волнообразная особенность связана с 
многократным рассеянием дифракционного пучка 
на поверхностном потенциальном барьере, то 
уменьшение ее интенсивности с ростом темпера-
туры должно приводить к уменьшению интенсив-
ности дифракционной особенности в спектре ПТ. 
Используя один из рассмотренных критериев, 
можно уверенно выделить из спектра ПТ особен-
ности дифракционной природы. Перспективность 
дифракционных эффектов в спектрах ПТ дает 
возможность получать не только качественную, 
но и количественную информацию о структуре 
поверхности и динамике поверхностных частиц.  

Таким образом, в использовании температур-
ного отжига для очистки поверхности кремния от 
загрязнений, есть свои плюсы и минусы. Нельзя 
допустить длительный отжиг при высоких темпе-
ратурах, который приводит к окислению кремния. 
А использование кратковременной вспышки 
можно использовать только для удаления физиче-
ски (не химически) адсорбированного слоя ато-
мов.  
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Оксидланган кремнийнинг тўлиқ ток спектро-
скопияси 
У.Б. Шаропов1,2 

1Физика-техника институти НПО "Физика-Қуёш", 
Ўзбекистон Республикаси Фанлар академияси, Чингиз 
Айтматов кўчаси, 2, 100084, Тошкент, Ўзбекистон 
2Материал шунослик институти Ўзбекистон Республикаси 
Фанлар академияси, Чингиз Айтматов кўчаси, 2, 100084, 
Тошкент, Ўзбекистон  
Ушбу ишда тўлиқ ток спектроскопия услуби асосида 
кремний сиртининг вакуумда оксидланиши бўйича 
экспериментал маълумотларни кўриб чиқилган. Тадқиқотлар 
шуни кўрсатдики, кремний сиртини ифлосланишдан тозалаш 
учун ҳароратдан фойдаланиш ўзининг афзаллик ва 
камчиликлар мавжуд. Кремнийнинг оксидланишига олиб 
келадиган юқори ҳароратларда узоқ муддат қиздиришга йўл 
қўймаслик керак. Қисқа муддатли қиздиришдан фақат 
атомларнинг физикавий (кимёвий эмас) адсорбсияланган 
қатламини олиб ташлаш учун фойдаланилиши мумкин. 

Калит сўзлар: тўлиқ ток спектроскопияси, кремний, 
қиздириш, сирт. 
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Изучены структурные свойства тонкопленочных твердых растворов (GaAs)1-х(Ge2)x, вы-
ращенных методом жидкофазной эпитаксии на подложках монокристаллов GaAs. Полу-
ченные эпитаксиальные слои имели толщину 10 мкм, p-тип проводимости, удельное со-
противление 0.17 Ом⋅см. Морфологические исследования с помощью атомно-силовой 
микроскопии (АСМ) показали, что наблюдаемые на поверхности эпитаксиальных слоев 
(GaAs)1-х(Ge2)x наноконусы обусловлены присутствием в них атомов Ge. Спектры фото-
чуствительности этих твердых растворов имеют своеобразные флуктуации, обусловлен-
ные образованием в них различных комплексов заряженных ионов атомов составляю-
щих компонентов. Анализ спектров фоточувствительности гетероструктур n-GaAs-p-
(GaAs)1-х(Ge2)x с помощью программы Wolfram Mathematics 7 показал, что спектр состо-
ит из трех пиков, обусловленных соединениями As-Ge, Gе-Ge и Ga-Ge. 

Ключевые слова: жидкофазная эпитаксия, рентгенограмма, подложка, пленка, сфалерит, наноко-
нус, фоточуствительность. 

The structural properties of thin-film solid solutions (GaAs)1-х(Ge2)x grown by liquid-phase ep-
itaxy on GaAs single crystal substrates are studied. The resulting epitaxial layers had a thick-
ness of 10 µm, a resistivity of 0.17 Ohm⋅cm, and p-type conductivity. Morphological studies 
using atomic force microscopy (AFM) showed that the nanocones observed on the surface of 
(GaAs)1-x(Ge2)x epitaxial layers are due to the presence of Ge atoms in them. The 
photosensitivity spectra of these solid solutions have peculiar fluctuations due to the formation 
in them of various complexes of charged ions of atoms that make up the components. Analysis 
of the photosensitivity spectra of n-GaAs-p-(GaAs)1-x(Ge2)x heterostructures using the Wol-
fram Mathematics 7 software showed that its spectrum consists of three peaks due to As-Ge, 
Ge-Ge and Ga-Ge. 

Keywords: liquid-phase epitaxy, X-ray diffraction pattern, substrate, film, sphalerite, nanocone, photo-
sensitivity. 

DOI: https//doi.org/10.52304/.v23i4.288 

I. Введение 

Известно, что на поверхности тонких эпитак-
сиальных слоев, полученных методом жидкофаз-
ной эпитаксии, образуются различные нанораз-
мерные объекты типа квантовых ям (КЯ), кванто-
вых точек (КТ), нанообъединений примесных 
атомов и другие, обусловленные возникновением 
периодических упорядоченных структур в резуль- 

тате образования смачивающего слоя на поверх-
ности и в объеме эпитаксиальных пленок полу-
проводниковых гетероструктур [1]. Основными 
факторами для формирования таких нанообъектов 
являются различия в величинах постоянных кри-
сталлических решеток нанообразований и матри-
цы. Спонтанное упорядочение наноструктур     
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позволяет образовать включения узкозонных по-
лупроводников в широкозонной матрице, и тем 
самым создавать локализующий потенциал для 
носителей тока. Периодические структуры таких 
включений могут создавать массивы КТ, КЯ и 
квантовых проволок или сверхрешеток. Авторы 
работы [2], исходя из энергии ковалентной связи 
атомов материалов нановключений и матрицы, 
предлагают разделить эти нанобъекты на «кван-
товые точки» и «квантовые ямы» следующим об-
разом: когда ширина запрещенной зоны нано-
включений (Eg, A) больше, чем ширины запре-
щенной зоны базового полупроводника (Eg, B), 
(Eg, A)>(Eg, B), то образуется квантовая точка, и 
наоборот, когда (Eg, A)<(Eg, B), квантовая яма. 
Однако природа таких образований, их энергии 
взаимодействия, а также влияние их составляю-
щих на структурные и фотоэлектрические свойст-
ва матрицы в зависимости от формата, состава и 
типа примесных атомов остаются не исследован-
ными. 

Отсюда следует, создание новых многослой-
ных гетероструктур с нанообъектами, исследова-
ния морфологических структурных особенностей 
таких образований и механизмов примесного фо-
товольтаического эффекта и механизмов выброса-
транспорта-разделения носителей заряда в струк-
турах с КТ и КЯ являются весьма актуальными. 

II. Образцы и методика эксперимента 

Эпитаксиальные пленки были получены на 
GaAs подложке с удельным сопротивлением 250 
Ом⋅см и толщиной 350 мкм n-типа проводимости 
методом жидкофазной эпитаксии из раствора-
расплава (Sn-Ge-GaAs) в атмосфере очищенного 
палладием водорода. Начальная температура кри-
сталлизации эпитаксиального слоя составляла 
700oC, скорость охлаждения раствора-расплава 
1oC/мин. Выращенные слои имели толщину 10 
мкм, удельное сопротивление 0.17 Ом⋅см, p-тип 
проводимости. 

Возбуждение фотолюминесценции (ФЛ) 
производили лазерным излучением (λл=325 нм) со 
стороны эпитаксиального слоя при температуре 
жидкого гелия 4.12 К, сигнал регистрировался на 
установке СДЛ-2. Спектральная зависимость фо-
точувствительности гетероструктур n-GaAs-p-
(GaAs)1-x(Ge2)х была измерена оптическим спек-
трометром, оснащенным зеркальным монохрома-
тором фирмы CARLZEISJENA с кварцевой опти-

кой, что давало возможность исследовать образцы 
в диапазоне энергии фотонов от 1 до 3 эВ. 

Исследования поверхности проводили с 
использованием промышленного атомно-
силового микроскопа (АСМ) Solver-NEXT, 
позволяющего измерять рельеф поверхности, 
распределение потенциала по поверхности. 

III. Экспериментальные результаты 

На рис. 1 показано трехмерное АСМ изобра-
жение эпитаксиальной пленки (GaAs)1-x(Ge2)х.  
 

 
Рисунок 1. АСМ изображение эпитаксиального 
слоя твердого раствора (GaAs)1-x(Ge2)х. 

Видно, что на поверхности пленок образуют-
ся отдельные нанообъекты различного размера. В 
работе [3] показано, что физические свойства 
эпитаксиальных слоев сильно зависят от формы и 
плотности (телесного угла) наноконуса: если угол 
составляет около 1.047 rad., то наноконус пред-
ставляет систему квантовых точек 0D; если угол 
стремится к 3.14 rad., тогда наноконус вырожда-
ется в квантовую яму 2D; если угол стремится к     
0 rad., наноконус вырождается в систему прово-
лок 1D. В нашем случае телесный угол нанокону-
са стремится к 3.14 rad., т.е. наноконус является 
квантовой ямой. Анализ показал, что диаметр ос-
нования наноконусов варьирует в интервале от 70 
до 90 нм, а высота от 3 до 12 нм. При эпитакси-
альном выращивании различных полупроводни-
ковых материалов, энергия деформации, вызван-
ная несоответствием параметров кристаллической 
решетки контактирующих материалов, является 
основным факторам для формирования самоорга-
низующихся трехмерных наноконусов [4]. По-
скольку величины постоянных решеток для сис-
тем GaAs/Ge (0.323%) почти одинаковы, то воз-
можно формирование наноконусов Ge на поверх-
ности пленок GaAs.  

В работе [5] нами было показано, что эпитак-
сиальные пленки (GaAs)1-x(Ge2)х(ZnSe)y выращен-
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ные на GaAs подложке имели совершенную мо-
нокристаллическую структуру с ориентацией 
(100). В пленке присутствовали когерентно рас-
положенные нанокристаллиты Ge с параметрами 
решетки aGe = 5.67 Å и размерами 44 нм по на-
правлению (100). Заметим, что параметр решетки 
нанокристаллитов Ge в эпитаксиальной пленке на 
~0.22% больше, чем его табличное значение, что, 
возможно, обусловлено деформацией кристалли-
ческой решетки эпитаксиальной пленки. Размеры 
наноконусов, полученные исследованиями АСМ 
на поверхности пленки и наноконусов, рентгенов-
ской дифракцией в эпитаксиальной пленке, имели 
близкие значения. На основе этих данных, а также 
результатов структурных анализов исследован-
ных пленок можно сделать вывод, что наблюдае-
мые наноконусы на поверхности эпитаксиальных 
слоев обусловлены нанокристаллитами Ge. 

Для определения роли компонентов твердых 
растворов в наблюдаемых процессах нами иссле-
дованы спектры фотолюминесценции (ФЛ) при 
температуре 4.12 К и спектральные зависимости 
фоточувствительности изготовленных гетерост-
руктур. На рис. 2 приведен спектр ФЛ поверхно-
сти эпитаксиального слоя (GaAs)1-x(Ge2)х. 

Как видно из рис. 2, спектр ФЛ твердого рас-
твора (GaAs)1-x(Ge2)х имеет широкую полосу, ох-
ватывающую практически весь инфракрасный 
диапазон спектра излучения с максимумом пика 
при λmax=852 нм. Этот пик соответствует ширине 
запрещенной зоны GaAs, равной 1.45 эВ. В спек-
трах твердых растворов наблюдается ещё один 
пик с максимумом при 946 нм, который, возмож-
но, связан с излучательным центром атомов гер-
мания в запрещенной зоне GaAs. 

Рисунок 2. Фотолюминесценция n-GaAs-p-          
(GaAs)1-x(Ge2)х гетероструктур при гелиевой темпера-
туре.  

На рис. 3 представлена спектральная зависи-
мость фоточувствительности (GaAs)1-x(Ge2)х гете-
роструктур, откуда видно, что фоточувствитель-
ность исследованных гетероструктур охватывает 
диапазон энергий фотонов от 1.13 до 1.73 эВ. Фо-
точувствительность исследованной структуры на-
чинается при энергиях фотонов 1.13 эВ и макси-
мум спектральный фоточувствительности наблю-
дается при 1.34 эВ (~ 924 нм), что меньше, чем 
1.42 эВ (872 нм) запрещенной зоны GaAs. Здесь 
не резкий спад спектральной чувствительности, 
возможно, обусловлен толщиной слоя твердых 
растворов (GaAs)1-x(Ge2)x, эффективно погло-
щающего низкоэнергетические кванты.  

Рисунок 3. Спектральная фоточувствительность    
n-GaAs-p-(GaAs)1-x(Ge2)х гетероструктур [6]. 

С целью более глубокого изучения механиз-
мов поглощения энергии фоточувствительность 
гетероструктуры оценивали по программе 
Wolfram Mathematics 7 в гауссовском приближе-
нии и результаты разложили на гауссовы линии. 
Исходные значения энергий Ei отдельных фото-
пиков задавались с учетом максимумов поглоще-
ния на экспериментальной кривой. В результате 
оказалось, что проанализированный спектр мож-
но описать совокупностью трех гауссовых линий 
со значениями Ei, отвечающими оптимальному 
совпадению экспериментальной и суммарной ап-
проксимирующей гауссовых кривых. При этом 
разброс значений Ei фотопиков по сравнению с 
табличными не превышает 0.03 эВ. Все три фото-
пика, соответствующие гауссовым кривым, на-
блюдали в интервале энергий фотонов: Еph,1 – 
(1.1÷1.61) эВ, Еph,2 – (1.16÷1.65) эВ, Еph,3 – 
(1.35÷1.7) эВ соответственно (рис. 4). 
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Рисунок. 4. Гауссово приближение спектральной фо-
точувствительности n-GaAs-p-(GaAs)1-x(Ge2)х гетерост-
руктур. Сплошная кривая − сумма расчетного гауссова 
спектра; пунктирные кривые − гауссовы компоненты 
расчетного спектра [6]. 

На рис. 4 приведен спектр первого гауссов-
ского компонента (кривая 1), который начинается 
с энергии фотонов 1.1 эВ и, возможно, обуслов-
лен узкозонным компонентом атомов германия, 
размешенных в узлах галлия, образуя ковалент-
ную связь с атомами арсенида, и образует мелкий 
энергетический уровень донорного характера [7]. 
Поскольку компоненты Ge2 замещают атомы Ga и 
As в тетраэдрической решетке GaAs [8], связи Ga-
As ослабляются под влиянием окружающих их 
атомов Ge. Поскольку энергия связи атомов Ge-
Ge, когда они находятся в тетраэдрической ре-
шетке германия, определяется шириной запре-
щенной зоны Ge (EGe=0.67 эВ), и она меньше, чем 
ширина запрещенной зоны GaAs (EGaAs=1.42 эВ), 
то энергия ионизация связи Ge-Ge увеличивается, 
когда она находится в окружении GaAs. Кроме 
того, спектр этого компонента резко возрастает, 
начиная с энергии фотонов 1.2 эВ, что свидетель-
ствует об образовании комплексов между реком-
бинационными центрами, которые, как сказано 
выше, являются атомами с мелкими донорными 
уровнями, собственный атом нанокристаллов 
германия в слое GaAs имеют акцепторную приро-
ду [9]. Это означает, что парные атомы Ge2 час-
тично замещают некоторые молекулы арсенида 
галлия в дефектоспособных областях арсенид-
галлиевой решетки и в этих местах самообразу-
ются нанокристаллиты [10]. Поэтому максимум 
первого гауссовского компонента наблюдается 
при энергии фотонов 1.34 эВ, который обуслов-

лен шириной запрещенной зоны твердого раство-
ра (GaAs)1-х(Ge2)х [11]. 

Анализ на основе представлении авторов [10] 
показывает, что в арсенид-галлиевых монокри-
сталлах нанокристаллы Ge имеют собственный 
энергетический уровень с акцепторным характе-
ром. 

Максимум второго гауссовского компонента 
(рис. 4, кривая 2) наблюдается при 1.44 эВ, и этот 
пик также соответствует рекомбинации зарядов 
из зоны проводимости на акцепторные состояния 
в р-GaAs, что подтверждают результаты фотолю-
минесценции кристаллов р-GaAs при энергии фо-
тонов 1.35−1.65 эВ [11]. 

Максимум третьего гауссовского компонента 
(рис. 4, кривая 3) наблюдается при 1.55 эВ, что, 
возможно, обусловлено изовалентными нанокри-
сталлитами Ge в слое GaAs. В работе [11] показа-
но, что спектр внешней квантовой чувствительно-
сти фотоэлемента на основе гетероструктуры p-
GaAs/p-Ge/n-Ge охватывает диапазон излучений 
от 600 до 1800 мкм. В наших экспериментах так-
же наблюдался такой фотоотклик, который на-
кладывается на область спектра энергии от 1.25 
до 1.72 эВ.  

В целях объяснения экспериментальных дан-
ных и гауссовских приближениий по спектраль-
ной зависимости фоточувствительности гетеро-
структуры p-(GaAs)-n-(GaAs)1-х(Ge2)x нами была 
исследована роль отдельных компонентов иссле-
дуемого твердого раствора в этих процессах.  

Рисунок 5. Пространственная конфигурация тетраэд-
рических связей молекул непрерывных твердых рас-
творов (GaAs)1-x(Ge2)х: o − As, • − Ga, − Ge 
[6]. 
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На рис. 5 представлена пространственная 
конфигурация тетраэдрических связей в пределах 
нанокластеров, образуемых примесями Ge и GaAs 
в кристаллах GaAs. Как видно, нанокластеры в 
твердом растворе (GaAs)1-x(Ge2)х охватывают три 
As-Ge, одну Gе-Ge и три Ga-Ge связей, 8 атомов 
Ga, Ge и As. Так как элементарная ячейка мате-
риалов с алмазоподобной структурой состоит из 8 
атомов, линейный размер нанокластера 5.6, 5.6, 
5.6 Ǻ почти равняется параметру решетки GaAs. 
Это позволяет предположить, что базовая решет-
ка исследуемого твердого раствора состоит из 
двойного GaAs и Ge, то есть GaAs1-xGex. Кроме 
того, поскольку атомы Ge в решетке GaAs рас-
пределены равномерно, а другие атомы распреде-
лены неравномерно, в дефектоспособных облас-
тях решетки матрицы эти атомы примеси самооб-
разуются в нанокристаллы Ge. 

IV. Заключение

Таким образом, выращенные методом жид-
кофазной эпитаксии пленки (GaAs)1-x(Ge2)х явля-
ются монокристаллическими, с кристаллографи-
ческой ориентацией (100). Наличие атомов Ge в 
тетраэдирической решетке GaAs приводит к тому, 
что в его спектре фоточувствительности наблю-
дается пик, который принадлежит нанокристал-
лам Ge, объединенным с молекулами GaAs. Мор-
фологические исследования показали, что наблю-
даемые наноконусы на поверхности эпитаксиаль-
ных слоев (GaAs)1-х(Ge2)x обусловлены примес-
ными атомами Ge; результаты анализа спектров 
фоточувствительности n-GaAs-p-(GaAs)1-х(Ge2)x 
гетероструктур с помощью программы Wolfram 
Mathematics 7 показали, что в спектре общей га-
уссовской линии имеется крайняя длинноволно-
вая область с энергией фотонов 1.1 эВ и три ком-
понента, которые соответствуют соединениям        
As-Ge, Gе-Ge и Ga-Ge, и подтверждают образова-
ние соответствующих энергетических уровней, 
связанных с такими соединениями в запрещенной 
и валентной зонах арсенида галлия.  
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Receipt, morphology, and photoelectrical proper-
ties of epitaxial films of (GaAs)1-x(Ge2)x on GaAs 
substrates 
S.Z. Zaynabidinov, A.Yu. Boboev, D.P. Abdurakhimov 

Andijan State University, University Street 129, 170100, Аndijan 
city, Uzbekistan 

The structural properties of thin-film solid solutions 
(GaAs)1-х(Ge2)x grown by liquid-phase epitaxy on 
GaAs single crystal substrates are studied. The result-
ing epitaxial layers had a thickness of 10 µm, a resis-
tivity of 0.17 Ohm⋅cm, and p-type conductivity. Mor-
phological studies using atomic force microscopy 
(AFM) showed that the nanocones observed on the 
surface of (GaAs)1-x(Ge2)x epitaxial layers are due to 
the presence of Ge atoms in them. The photosensitivi-
ty spectra of these solid solutions have peculiar fluc-
tuations due to the formation in them of various com-
plexes of charged ions of atoms that make up the 
components. Analysis of the photosensitivity spectra 
of n-GaAs-p-(GaAs)1-x(Ge2)x heterostructures using 
the Wolfram Mathematics 7 software showed that its 
spectrum consists of three peaks due to As-Ge, Ge-
Ge and Ga-Ge. 
Keywords: liquid-phase epitaxy, X-ray diffraction pattern, sub-
strate, film, sphalerite, nanocone, photosensitivity. 
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GaAs асосидаги (GaAs)1-х(Ge2)x эпитаксиал пленка-
ларнинг олиниши, морфологияси ва фотоэлектрик 
хоссалари 

С.З. Зайнабидинов, А.Й. Бобоев, Д.П. Абдурахимов 

Андижон давлат университети, Университет кўчаси 129, 
170100, Андижан, Ўзбекистон 

GaAs монокристалл тагликларига суюқ фазали 
эпитакасия усули билан ўстирилган юпқа пардали 
(GaAs)1-х(Ge2)x қаттиқ қоришмаларининг тузилма-
вий хосалари ўрганилди. Олинган эпитаксиал 
қатламлар қалинлиги 10 мкм ни ташкил этиб, 0.17 
Ом·см солиштирма қаршиликка ҳамда p-тур 
ўтказувчанликка эга. Атом кучи микроскопи ёр-
дамида ўтказилган морфологик тадқиқотлар 
GaAs)1-х(Ge2)x эпитаксиал қатлам сиртида Ge 
атомлари йиғилиб наноконусларни шаклланти-
риши аниқланди. Бундай қаттиқ қоришмаларнинг 
спектрал фотосезгирлиги, уларда таркибий 
қисмларни ташкил этувчи атомларнинг зарядлан-
ган ионларининг турли комплекслари пайдо 
бўлиши туфайли ўзига хос флуктацияга эга. n-
GaAs-p-(GaAs)1-х(Ge2)x гетеротузилмасининг спек-
трал фотосезгирлиги Wolfram Mathematics 7 дас-
тури ёрдамида таҳлил қилинганида, унинг спек-
три As-Ge, Gе-Ge ва Ga-Ge бирикмалари туфайли 
учта чўққидан иборат эканлиги кўрсатилди. 
Калит сўзлар: тагликларига суюқ фазали эпитаксия, рентге-
нограмма, таглик, пленка, сфалерит, наноконус, 
фотосезгирлик. 
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В работе исследовано влияние электронного облучения на структуру и морфологию 
поверхности монокристалла и поликристалла TlIn1-xCrxS2 (x=0.01). Облучение 
монокристалла TlIn1-xCrxS2 электронами c энергией 2 МэВ и флюенсом 2×1017 
электрон/см2 приводит к увеличению максимального значения среднего 
арифметического отклонения профиля от Rа=5.4 нм до Rа=25.2 нм, а также приводит к 
увеличению высоты средней шероховатости от Rz=72.0 нм до Rz=152.9 нм. Облучение 
порошкового TlIn1-xCrxS2 электронами флюенсом 2×1017 электрон/см2 способствует 
увеличению размера кристаллитов от 36.87 nm до 41.76 nm, что, скорее всего, связано с 
уменьшением границ раздела. 

Ключевые слова: монокристалл, структура кристаллов, элементарная ячейка, пространственная 
группа, электронное облучение, флюенс, размер кристаллитов, шероховатость. 

In this work, we studied the effect of electron irradiation on the structure and morphology 
of the surface of a single crystal and polycrystal TlIn1-xCrxS2 (x=0.01). Irradiation of a   
TlIn1-xCrxS2 single crystal with electrons with an energy of 2 MeV and a fluence of 2×1017 
electron/cm2 leads to an increase in the maximum value of the mean arithmetic deviation of the 
profile from Ra=5.4 nm to Ra=25.2 nm, and also leads to an increase in the height of the aver-
age roughness from Rz=72.0 nm to Rz=152.9 nm. Irradiation of powder TlIn1-xCrxS2 with 
electrons with a fluence of 2×1017 electron/cm2 promotes an increase in the crystallite size 
from 36.87 nm to 41.76 nm, which is most likely associated with a decrease in size of the 
interface. 

Keywords: single crystal, crystal structure, unit cell, space group, electron irradiation, fluence, crystallite 
size, roughness.)
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I. Introduction 

At present, there is an increasing interest in the 
study of new semiconductor materials containing 
several elements, which makes it possible to control 
their properties by varying the content of elements. 
TlInS2 single crystals are one of such multicompo-
nent complex wide-band semiconductors of the 
АIIIBIIICVI

2 type, in which it is possible to replace part 
of the sulfur atoms, as well as part of the indium 

atoms. Changing the composition allows one to wide-
ly vary the electro-physical, photoelectrical, optical, 
and other properties. Wide-band semiconductors 
TlInS2 are promising for the manufacture of photoe-
lectric converters, spectrum analyzers, and radiation 
detectors [1].  

The study of TlInS2 is of interest, since many of 
their properties depend on the crystal structure, stabil-
ity to external influences, defects, etc. Therefore, the 
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crystal structure and properties of the TlInS2 crystal 
were studied in [1-2]. Among them, TlInS2 [3] is the 
most promising semiconductor, which allows one to 
“select” the optimal properties by replacing some of 
the sulfur atoms with other atoms in a wide concen-
tration range [3]. According to [4-9], TlInS2 com-
pounds have different crystal structures (monoclinic, 
hexagonal, tetragonal triclinic and orthorhombic). 
The effect of the substitution of a part of sulfur atoms 
by selenium atoms on the structure, phase state, opti-
cal characteristics, and Raman spectroscopy was stu-
died in detail in [10-11]. 

The main parameters of semiconductors depend 
not only on the structure, but also on the defects 
present in them and their type. In many cases, to im-
prove certain properties, defects are specially intro-
duced by various methods. One of the ways to create 
(or anneal) defects is to irradiate the sample with 
gamma-rays, neutrons, protons, and electrons. The ef-
fect of gamma-rays on the structure of TlInS2 has 
been studied in a few works, for example, in [12], 
where a phase transition from the initial monoclinic 
phase to the hexagonal phase in a thin surface layer 
was established at high doses of irradiation (1000–
1500 Mrad) with gamma-rays. The influence of elec-
trons on structures and structural parameters is not 
studied, although it is of interest, since the types of 
formed radiation defects in these cases can be differ-
ent [3]. 

In [13-15], the interaction of TlInS2 with TlErS2 
was studied, and was found that at a component ratio 
of 1:1, a compound Tl2InErS4 with congruent mel-
ting is formed, as well as solid solutions based on 
TlInS2. 

The TIInS2-TIYbS2 system was studied in [16]. 
The authors claim that the solubility of TIYbS2 in 
TIlnS2 at room temperature is 12 mol.%, and the 
TlIn1-xCrxS2 solid solutions have a tetragonal structure. 

It should be noted that the structure of the ter-
nary compound TlCrS2 was studied in [17] and was 
found that TlCrS2 has hexagonal symmetry with unit 
cell parameters a=3.538 Å and c=21.92 Å [18]. It 
should be noted that the substitution of a part of in-
dium atoms in TlInS2 with atoms of another group, 
chromium, is also of interest, since it can introduce a 
“change” in the initial crystal structure and its para-
meters, as well as on the surface, since the thermal 
characteristics of indium and chromium differ [18-
19]. 

However, in the literature, there is almost no 
study of the TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) compound and the 

effect of radiation on its structures and surfaces, 
which is most likely due to the difficulty of synthesiz-
ing samples. 

Therefore, the purpose of this work is to study the 
structure, surface morphology and the effect of acce-
lerated electrons on the structure and surface of the 
TlIn1-xCrxS2 crystal (x = 0.01). 

II. Experimental procedure  

An assessment of the possibility of chromium 
solubility in the bulk of the crystal lattice of TlInS2 
indicates that the ionic radius of the dopant Cr3+ (0.65 
Å) is closer to the ionic radius of In3 + (0.94 Å) than 
to the ionic radius of Tl1+ (1.49 Å), i.e. In a layered 
TlInS2 crystal, partial replacement of indium with 
chromium corresponds to the condition for the forma-
tion of a substitutional solid solution. Highly pure 
chemical elements Tl (0%), In (0%), S, Sulfur ele-
mental extra pure model (EP-16-5), and Cr (99.99%) 
were used as initial components. TlIn1-xCrxS2 (x = 
0.01) was synthesized by direct fusion of chemical 
elements taken in stoichiometric ratios in a quartz 
ampoule with a vacuum of up to 10–5 Pa. 

Electron irradiation of TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) was 
carried out at the «Electronika U-003» accelerator of 
the INP AN RUz. A three-dimensional image of the 
surface relief of a TlIn1-xCrxS2 sample (x = 0.01) was 
obtained with an SPM 9700 HT scanning probe mi-
croscope (Shimadzu). The study was carried out in a 
contact mode of operation of a scanning probe micro-
scope. For this, a sample area of 30×30 µm was se-
lected and the number of “peaks-protrusions”, their 
half-width and height, before and after irradiation 
with accelerated electrons, were determined. 

X-ray structural studies of TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) 
were carried out on an Empyrean diffractometer with 
CuKα radiation in the angle range 2θB=(7−90)° at a 
scanning speed of 0.36 degrees/min. A full-profile 
analysis of the results obtained was carried out using 
the Rietveld method [20], and the center of the peak 
was determined using the OriginPro9 program [21]. 

To study the effect of accelerated electrons on the 
structure of a TlIn1-xCrxS2 single crystal (x = 0.01), it 
was irradiated with electrons with an energy of          
2 MeV and a beam current density of 0.375 mkA/cm2 
[22]. The energy of the irradiated electrons was se-
lected based on the density and thickness of the sam-
ples under study. Sample TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) was 
installed perpendicular to the direction of the electron 
beam at a distance of 0.4 m from the electron accele-
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rator sweep, and irradiation was performed to an elec-
tron fluence of 2×1017 el./cm2.  

To obtain more complete structural information 
on the effect of electron irradiation on the structure 
we also studied the initial and irradiated powdered 
TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01). 

III. Experimental results and discussion

The study of the effect of radiation on the sur-
face roughness of TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) showed that 
it grows under the action of accelerated electrons. 
However, the width and height of the tubercle in-
creases (Fig. 1, 2, 3). 

Figure 1. Topography of the surface of a TlIn1-xCrxS2 sin-
gle crystal with x = 0.01: a − initial sample; b − irradiated 
with a dose of 2×1017 electron/cm2. 

Figure 2. Roughness of the surface of a TlIn1-xCrxS2 single 
crystal with x = 0.01. 

Figure 3. Roughness of the surface of a TlIn1-xCrxS2 single 
crystal with x = 0.01 after electron irradiation with a flu-
ence of 2×1017 electron/cm2 . 

The measurement showed that the maximum 
value of the arithmetic mean deviation of the profile 
of the initial TlIn1-xCrxS2 crystal (x = 0.01) is Ra =        
5.4 nm, the height of the mean roughness Rz = 72.0 
nm, and after irradiation with electrons with a fluence 
of 2×1017 electron/cm2 the maximum value of the 
mean arithmetic deviation of the profile is Ra = 25.2 
nm and the average roughness height Rz = 152.9 nm. 

The processing of the X-ray diffraction pattern 
(Fig. 4) showed that the initial single crystal 
TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) has a hexagonal (space group 
P63/mmc) structure. In this case, the unit cell para-
meters are a = 3.958 Å, b = 3.958 Å, c = 14.922 Å, 
and the atomic coordinates and thermal factors are 
given in Table 1.  

Figure 4. X-ray diffraction pattern of a TlIn1-xCrxS2 single 
crystal (x = 0.01). 

Table 1. The positions and coordinates of the atoms of the 
TlIn1-xCrxS2 single crystal (x = 0.01) in the space group. 
P63/mmc. 

№ Atom Atomic coordinates 
Heat 
factor 

x y z B 
1 Tl 0.3333 0.6667 0.2500 0.669 
2 In 0.0000 0.0000 0.0000 0.878 
3 S 0.3333 0.6666 0.9037 0.913 
4 Cr 0.0000 0.0000 0.0000 0.132 

After irradiation with 2 MeV electrons and a flu-
ence of 2×1017 electron/cm2, the unit cell parameters 
of the TlIn1-xCrxS2 single crystal (x = 0.01) are a = 
3.852 Å, b = 3.852 Å, c = 14.911 Å and α = 90°, β = 
90°, γ = 120°. The results obtained indicate that the 
unit cell volume of the TlIn1-xCrxS2 single crystal 
slightly decreased after irradiation with electrons; the 
introduced amount of Cr (x = 0.01) weakly affects the 
parameters of the crystal lattice of the TlInS2 matrix. 
The obtained crystallographic data for the single crys-
tal TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) agree with the TlInS2 data 
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(a = 10.90 Å, b = 10.94 Å, c = 15.18 Å, β = 100.21°) 
[6]. 

The X-ray diffraction pattern of the initial         
TlIn1-xCrxS2 powder sample (x = 0.01) was processed 
on the assumption of the formation of a hexagonal 
(space group P63/mmc) structure; however, the Bragg 
value RB is 2.15 factor, indicating that the proposed 
model was consistent with the experimental results 
(RB is 1.59). Calculations of the X-ray diffraction pat-
tern assuming the formation of a monoclinic unit cell, 
as in TlnS2, showed the formation of the same phase 
in powder TlIn1-xCrxS2, i.e. with space group С2/с 
(Fig. 5). 

Figure 5. X-ray diffraction pattern of TlIn1-xCrxS2 powder 
(x = 0.01). I − comparison of the observed pattern with the 
fitted pattern, II − Bragg peaks, III − the difference be-
tween the observed pattern and the fitted pattern. 

Figure 6. Crystal structure of TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) (mo-
noclinic structure of space group C2/с) 

The results of calculating the X-ray diffraction 
pattern of powdered TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) irradiated 

with electrons with a fluence of 2×1017 electron/cm2 
showed that the crystal structure was preserved; cor-
responds to a monoclinic structure (space group C2/c) 
(Fig. 6). However, the coordinates of the atoms, as 
well as the parameters of the unit cell, compared to 
the initial one, have changed (in Table 2.). 
Table 2. Positions and coordinates of atoms of the irra-
diated TlIn1-xCrxS2 powder (x = 0.01) in space group C2/с. 

№ Atom Atomic coordinates 
Heat 
factor 

x/a y/b z/c B 
1 Tl 0.0310 0.1874 0.3828 0.842 
2 Tl 0.2142 0.4416 0.1195 0.910 
3 In 0.0998 0.1886 0.6550 0.951 
4 In 0.1497 0.4378 0.8451 0.852 
5 Cr 0.0998 0.1886 0.6550 0.151 
6 Cr 0.1497 0.4378 0.8451 0.132 
7 S 0.0482 0.3150 0.9447 0.319 
8 S 0.1990 0.0624 0.5554 0.027 
9 S 0.2392 0.1870 0.2504 0.290 
10 S 0.0000 0.0523 0.7500 0.676 
11 S 0.0000 0.4267 0.2500 0.509 

a, Å b, Å c, Å β, ° a, Å b, Å 
10.873 10.956 15.175 100.63 10.873 10.956

The size of the coherent X-ray scattering region 
corresponding to the average crystallite size was de-
termined from the width of the diffraction reflections 
of the powder sample. To calculate the size of the co-
herent scattering region (CSR), a reflection with 
2θB=23.8064° was selected and the full width at half 
maximum was calculated. For this, the Scherrer for-
mula was used [23, 24]:  

cosS

KD λ
=
β θ

.               (1) 

Calculations showed that the average crystallite 
size of the initial powder sample TlIn1-xCrxS2 (x = 
0.01) is d = 36.87 nm. After irradiation of the sample 
with accelerated electrons with a fluence of 2×1017 
electron/cm2, the average crystallite size increased to 
d = 41.76 nm. 

Earlier, it was found that the initial TlInS2 single 
crystal is two-phase with hexagonal (space group 
P63/mmc) and monoclinic (space group C2/c) phases 
[3]. The arithmetic mean deviation of the profile of 
the initial TlInS2 crystal is Ra = 19.8 nm, the mean 
maximum peak height is Rz = 387.6 nm. Powdered 
TlInS2 with a monoclinic (space group C2/c) struc-
ture has the following parameters: a = 10.926 Å, b = 
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10.934 Å, c = 15.208 Å, β = 100.65°, and the average 
crystallite size is 54.7 nm.  

After electron irradiation, the TlInS2 single crys-
tal passes from a two-phase state (space group 
P63/mmc and space group C2/c) to a single-phase 
state with space group P63/mmc, the unit cell parame-
ters are: a = b = 10 Å, c = 14.923 Å [3]. It was found 
that the maximum value of the arithmetic mean devi-
ation of the profile after irradiation with electrons 
2×1017 electron/cm2 was Ra = 48.1 nm, the average 
peak height Rz = 694.4 nm [3]. The results of the X-
ray study of the TlInS2 crystal in powder form after 
electron irradiation are as follows: a=10.881 Å, b= 
10.955 Å, c=15.185 Å, and β=100.63° (space group 
C2/c) and the average crystallite size is 114.32 nm. 

The initial TlInSxSe2-x single crystal has a mo-
noclinic structure (space group C2/c) (x = 1) [21] 
with a = 11.566 Å, b = 11.223 Å, c = 15.319 Å, and 
β=100.21°. Irradiation of a TlInSxSe2-x single crystal 
(x = 1) with electrons with a fluence of 2×1017 elec-
trons/cm2 (energy 2 MeV) contributed to a change in 
the unit cell parameters with a = 10.969 Å, b = 11.06 
Å, c = 15.327 Å, and β = 100.47°. And powder 
TlInSxSe2-x (x = 1) consisted only of a monoclinic 
phase (space group C2/c) with a =11.109 Å, 
b=11.126 Å, c=15.35 Å and β=100.69° and with an 
average crystallite size of 56.5 nm. After electron ir-
radiation with a fluence of 2×1017 electrons/cm2, the 
structural state was preserved, the unit cell parame-
ters underwent a slight change along the a axis, and 
the average crystallite size increased to 65 nm. Thus, 
it can be seen that the replacement of a part (50%) of 
sulfur atoms with selenium leads to a change not only 
in the lattice parameters, but also in the phase state 
and sizes of crystallites. And with a small substitution 
of chromium atoms for indium atoms (1%), the unit 
cell parameters and the crystallite size also change.  

IV. Conclusions

It was found that the TlIn1-xCrxS2 single crystal 
(x = 0.01) has a hexagonal (space group P63/mmc) 
structure with the parameters a=3.958 Å, b=3.958 Å, 
c=14.922 Å and α = 90°, β = 90°, γ = 120°. 

It was found that after irradiation of a        
TlIn1-xCrxS2 single crystal (x = 0.01) with electrons 
with a fluence of 2×1017 electron/cm2, the original 
structure is retained, the maximum value of the mean 
arithmetic deviation of the profile increases by more 
than five times, and the height of the average rough-
ness increases from Rz = 72.0 nm to Rz = 152.9 nm. 

Powdered TlIn1-xCrxS2, as in TlInS2 has a mo-
noclinic structure (space group C2/c) (Fig. 5) with 
unit cell parameters a=10.864 Å, b=10.948 Å, c= 
15.151 Å, and β = 100.61°. 

Irradiation with 2 MeV electrons and a fluence 
of 2×1017 electron/cm2 of powder TlIn1-xCrxS2 (x = 
0.01) promotes an increase in the crystallite size from 
36.87 nm to 41.76 nm, which is most likely 
associated with a decrease in the interfaces. 

It was shown that the TlInS2, TlInSxSe2-x (x = 1), 
and TlIn1-xCrxS2 (x = 0.01) powder samples contain a 
monoclinic structure (space group C2/c) and no 
structural transitions were found under electron 
irradiation, but the average crystallite size increased. 
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TlIn1-xCrxS2 (x=0.01) монокристалнинг структу-
расига, кристаллитлар ўлчамига ва юзасига 
тезлаштирилган электронларнинг таъсири 
М.Ю.Ташметов1, Ф.К. Халлоқов1, Н.Б. Исматов1, 
С.Х. Умаров2 

1Ўзбекистон Республикаси Фанлар Академияси Ядро 
физикаси институти, Мирзо-Улуғбек тумани, Улуғбек 
посёлкаси, Хуросон 1, 100214, Тошкент, Ўзбекистон  
2Бухоро Давлат Тиббиёт Институти, А.Навоий кўчаси 1, 
Бухоро, Ўзбекистон  

Бу ишда TlIn1-xCrxS2 (x=0.01) монокристалининг структу-
расига, кристаллитлар ўлчамига ва юзасига тезлаштирилган 
электронларнинг таъсири тадқиқ қилинган. TlIn1-xCrxS2 

(x=0.01) монокристалини энергияси 2 МэВ бўлган элект-
ронлар билан 2×1017 электрон/см2 флюенсда нурлантириши 
профилни ўртача арифметик оғишининг максимал 
қийматини Ra=5.4 нм дан Ra=25.2 нм га ошишига олиб 
келади, шунингдек, ўртача ғадир-будурлик баландлигининг 
Rz = 72.0 нм dan Rz = 152.9 нм гача ошишига олиб келади. 
Энергияси 2 МэВ бўлган электронлар билан 2×1017 
электрон/см2 флюенсда TlIn1-xCrxS2 (x=0.01) кукунини 
нурлантириш кристаллитлар ўлчамини 36.87 нм дан 41.76 нм 
гача ўсишга олиб келади, бу эса кристалдаги соҳалар 
чегаралари билан боғлиқ бўлиши мумкин. 

Калит сўзлар: монокристал, кристаллар структураси, 
элементар катак, фазовий гуруҳ, электрон билан 
нурлантириш, флюенс, кристаллитлар ўлчами, ғадир-
будурлик. 
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В статье приводятся результаты исследования по использованию инструментального 
нейтронно-активационного анализа для экологического мониторинга объектов 
окружающей среды Ташкентской области и г.Ташкента. Получены данные по макро- и 
микроэлементному составу почвы, воды, волос населения вокруг промышленных 
предприятий и оценены влияния на здоровья населения проживающих на этих 
территориях. 

Ключевые слова: окружающая среда, нейтронно-активационный анализ, макро- и микроэлемен-
ты, почва, вода, волос, нейтронный поток, гамма-спектр, экологический мониторинг. 

The article presents the results of research using the instrumental neutron activation analysis 
for monitoring the state of environment in the Tashkent region and the Tashkent city. Data on 
the macro- and microelement composition of soil, water, hair of the population around indus-
trial enterprises were obtained, and the impact of these data on the health of the population liv-
ing in these territories was assessed. 

Keywords: environment, neutron activation analysis, macro- and microelements, soil, water, 
hair, neutron flux, gamma spectrum, environmental monitoring.
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I. Введение 

Решение задач по развитию различных от-
раслей промышленности и сельского хозяйства 
создают дополнительные техногенные нагрузки 
на экосистему, которые приводят не только к 
ухудшению состояния окружающей среды, но и 
отражаются на здоровье проживающего в этих ре-
гионах населения. Поэтому экологические иссле-
дования различных объектов окружающей среды 
являются актуальной задачей как науки, так и ме-
дицины. Основой экологических исследований 
являются систематические наблюдения за состоя-
нием окружающей среды, мониторинг ее измене-
ний под воздействием природных и антропоген-
ных факторов, и влияние на состояние здоровья 
населения [1-3]. 

Источником наибольшего количества загряз-
нителей окружающей среды являются предпри-
ятия химической, нефтехимической, горно-
металлургической промышленностей [4]. Анализ 
состояния и оценка токсического вклада про-
мышленных предприятий является основной за-
дачей проведения экологического мониторинга 
окружающей среды. С этой целью в последние 
годы различными природоохранными учреж-
дениями проводятся широкомасштабные меро-
приятия по мониторингу этих объектов. Однако 
комплексное, многофакторное изучение состоя-
ния окружающей среды с анализом различных 
объектов и взаимосвязи полученных результатов 
со здоровьем населения проводится крайне редко. 
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Важнейшей задачей мониторинга является 
анализ экологической обстановки и ее динамики, 
т.е. выявление пространственной изменчивости 
факторов природной среды, воздействующих на 
здоровье человека и состояние экосистем [5]. Для 
достижения этой цели требуется выполнить сбор, 
анализ, оценку и территориальную интерпрета-
цию трудно сопоставимой экологической инфор-
мации. Косвенным, но весьма информативным 
признаком элементной нагрузки на организм че-
ловека, включая общую экологическую обстанов-
ку, профессиональные условия, питание и, как ре-
зультат, состояние здоровья, является элементный 
состав волос человека [6, 7]. 

Существуют различные аналитические мето-
ды контроля состояния окружающей среды (поч-
вы, питьевой воды, растений). Применение для 
этой цели ядерно-физических, аналитических ме-
тодов, в частности, активационного анализа, од-
ним из преимуществ которого является близость 
методологических подходов для определения 
элементов в различных объектах, дает возмож-
ность разработки методик многоэлементного ана-
лиза. 

Другими преимуществами указанного метода 
является возможность анализа без разложения об-
разца, многоэлементность, высокая чувствитель-
ность и независимость от типа исследуемых об-
разцов. Кроме того, инструментальный вариант 
нейтронно-активационного анализа практически 
свободен от погрешностей за счёт загрязнения 
образца во время подготовки к анализу. Таким 
образом, активационный анализ в настоящее вре-
мя является одним из наиболее удобных методов 
исследования, позволяющим определять большое 
количество элементов в небольших навесках проб, 
в частности, почве, воде, волосах населения. 

Цель исследования − разработка унифициро-
ванной инструментальной нейтронно-активацион-
ной методики для проведения мониторинга и 
оценки экологической ситуации с учетом заболе-
ваемости населения Ташкента и Ташкентской об-
ласти. 

II. Объект и метод исследования

Ташкентская область площадью 15.3 тыс. кв. 
км расположена в северо-восточной части Узбе-
кистана. В области располагаются предприятия 
цементной промышленности, производства цвет-
ных (цинк, медь) и тугоплавких (молибден, 
вольфрам) металлов, производства азотных и 

фосфорных удобрений. На территории области 
имеются выведенные из эксплуатации урановые 
рудники. Недра области богаты медью, бурым уг-
лем, молибденом, цинком, золотом, серебром, 
редкоземельными металлами и др.  

Ведущей отраслью промышленности в горо-
де Ташкенте является машиностроение, кроме 
этого, развиты легкая, пищевая, химическая, фар-
мацевтическая, строительная и др. отрасли. Город 
и область разделены на районы [8]. 

Проблема определения усредненных значе-
ний загрязненности атмосферного воздуха, по-
верхностных вод, почв и т.д. является исключи-
тельно сложной и трудоемкой, и оценка экологи-
ческой ситуации с учетом заболеваемости населе-
ния в пределах отдельно взятого региона доста-
точно проблематична. 

Для определения усредненных значений за-
грязненностей использован нейтронно-активаци-
онный анализ, который позволяет определять 
значительное число элементов в различных      
образцах с исключительно высокой чувствитель-
ностью. В каждом районе Ташкента и Ташкент-
ской области было определено 10−15 точек отбо-
ра проб воды, почвы и волос человека. Методика 
подготовки образцов была подробно описана    
ранее [9]. 

Для экологических исследований наиболее 
эффективным является инструментальный ней-
тронно-активационный метод анализа (ИННА), 
обладающий высокой чувствительностью, произ-
водительностью и многоэлементностью [10, 11]. 

Инструментальный нейтронно-активацион-
ный анализ проводили на базе ядерного реактора 
типа ВВР-СМ Института ядерной физики АН 
РУз. В работах [12-14] с использованием ИННА 
показаны возможности исследования макро- и 
микроэлементного состава практически всех объ-
ектов окружающей среды: почва, питьевая вода, 
растения, продукты питания, фрукты, овощи, вы-
ращиваемые на данной территории, и волосы жи-
телей исследуемых территорий. Экологическими 
объектами исследований являются почва, вода, 
растительность, атмосферный воздух, микроорга-
низмы, ткани животных и человека [15-16].  

Среди токсичных веществ по данным МА-
ГАТЭ наиболее вредными для здоровья человека 
считаются: 1) радионуклиды, 2) токсичные неор-
ганические химические соединения, 3) природные 
токсины (бактериальные токсины, микотоксины и 
др.), 4) органические загрязняющие вещества 
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(нефтепродукты, пестициды, диоксины и др) и         
5) химические элементы из группы тяжелых ме-
таллов [16, 17]. Исследованию объектов окру-
жающей среди с использованием ИНАА посвя-
щены работы [18-24]. Несмотря на это, объектов 
для изучения достаточно много. 

III. Экспериментальная часть

Исследуемые пробы были подготовлены по 
стандартной процедуре, принятой для данного 
аналитического метода анализа элементного со-
става вещества. В качестве источника нейтронов 
использовали ядерный реактор типа ВВР-СМ  
ИЯФ АН РУз. 

ИННА − многоэлементный анализ, и для 
определения содержания элементов по 
радионуклидам с различными периодами 
полураспада приходится применять различные 
временные режимы (время облучения, остывания, 
измерения). 

Так, для короткоживущих радионуклидов с 
периодом полураспада (Т1.2) от нескольких минут 
до нескольких часов I, Cl, Mn, Cu, Na, K. образцы 
облучали в вертикальном канале реактора ВВР-
СМ ИЯФ АН РУз потоком нейтронов n×1013 ней-
трон/см2сек в течение 30 сек. Измерение гамма-
спектров наведенной активности образцов прово-
дили дважды – через 10−15 мин после облучения 
для определения содержания магния, йода и хло-
ра и через 4 часа для определения содержания  
натрия, меди, калия и марганца. 

Для определения среднеживущих радио-
нуклидов с периодом полураспада от суток и до 
10 суток Ca, Au, Br, La, U, Cd, As были выбраны 
следующие режимы: tобл = 20 час; tохл = 10 дней, 
tизм = 200−300 с.  

Для определения Se, Hg, Cr, Hf, Sr, Ag, Ni, Sc, 
Rb, Fe, Zn, Co, Sb по долгоживущим нуклидам 
Т1/2>10 суток, те же пробы выдерживали для 
остывания в течение tохл= 30 суток, после чего 
проводили измерения каждого образца в течение 
400−600 с.  

Регистрацию наведенной активности облу-
ченных образцов проводили с использованием де-
тектора из германия высокой чистоты (V=120 см3), 
имеющего энергетическое разрешение, равное 1.8 
КэВ по гамма-линии Co-60 (1333 кэВ) и гамма-
спектрометр высокого разрешения (фирмы Can-
berra Industries Inc., США) с компьютерным про-
граммным обеспечением по управлению гамма- 

спектрометром и обработке гамма-спектров 
Genie-2000. 

Максимальная погрешность активационного 
метода определения содержания элементов не 
превышала 12%. Точность и правильность 
определения того или иного элемента проверяли 
сравнением полученных данных с 
аттестованными значениями стандартов МАГАТЭ 
Algae IAEA 0393 и Lichen IAEA 336, а также NIST 
Standard Reference Material 1572 – CITRUS LEA-
VES [25].  

Проведенные исследования позволили 
определить более 25 химических элементов в 
различных исследуемых объектах. Статис-
тическую обработку данных выполняли с 
помощью пакета программ Microsoft Excel 2007 и 
Statistica 6.0. 

IV. Результаты измерения и их обсуждение

В табл. 1 представлены средние значения 
результатов анализа почв в г. Ташкенте и 
Ташкентской области, из которой видно, что по 
сравнению с распространенностью в земной коре 
в исследуемых нами почвах повышено 
содержание мышьяка, кальция, бария, кобальта, 
калия, натрия, тория, урана и цинка. 

Повышенные содержания натрия, калия, 
кальция и бария связаны с характером самих 
почв, что же касается мышьяка, кобальта, цинка и 
урана, то повышенные содержания этих элемен-
тов в некоторых районах области связаны с про-
мышленностью, развитой в этих районах. 

При этом распределение данных элементов 
по территории района и города неравномерно. На 
рис. 1 в качестве примера показано распределение 
цинка в почвах Ташкентской области. 

Повышенное содержание цинка, выявленное 
в Ташкентском, Зангиотинском, Янгиюльском 
районах до 100 мкг/г, возможно, связано с 
развитой промышленностью в этих районах. 
Резко повышенные концентрации цинка (более 
100 мкг/г) в Среднечирчикском и Ахангаранском 
районах связаны с деятельностью Алмалыкского 
горно-металлургического комбината, в Пскент-
ском и Бекабадском районах − с промышленной 
деятельностью Бекабадского металлургического 
комбината, а также с процессами атмосферного 
переноса из г. Алмалыка. Полный перечень с 
нумерацией районов представлен на рис. 1. 
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Таблица 1. Среднее содержание элементов в почвах Ташкента и Ташкентской области, (мкг/г). 

Элемент г. Ташкент Ташкентская 
область 

Распростра-
ненность [8] Элемент г. Ташкент Ташкентская 

область 
Распространен

ность [8] 
As 8,5±0,20 8,9±1.9 5-6 Mn 625±17 640±64 850 

Au 0,015±0,0013 0,022±0,015 - Mo 2,1±0,13 2,6±0,65 2,0 

Ba 750±26 560±170 500 Na% 1,0±0,026 1,1±0,15 0,6-0,63 

Br 3,3±0,26 4,4±1,5 5,0 Ni 160±8,5 30±29 40 

Ca% 9,3±0,39 10±2,5 1,37-1,5 Rb 120±2,5 93±26 100 

Ce 57±1,5 54±14 50 Sb 2,1±0,17 1,4±0,51 2,0-10 

Co 10±0,19 9,8±3,4 8,0 Sc 10±0,23 10±3,6 7,0 

Cr 64±2,1 50±22 200 Sm 4,8±0,085 4,8±0,64 - 

Cs 5,8±0,10 5,6±1,8 5-6 Sr 370±18 250±44 300 

Eu 1,0±0,022 1,0±0,31 - Ta 1,0±0,022 0,84±0,25 - 

Fe% 3,3±0,15 2,7±0,79 3,8-4,0 Tb 0,59±0,010 0,52±0,16 - 

Hf 7,6±1,6 5,7±1,7 6.0 Th 14,5±0,59 12±2,9 5,0-6,0 

K% 1,9±0,069 2,1±0,41 1,4-1,5 U 3,7±0,13 3,5±0,56 1,0 

La 40±1,4 51±8,0 30-40 Yb 2,3±0,074 2,0±0,36 - 

Lu 0,26±0,012 0,34±0,040 - Zn 175±24 96±29 50 

Рисунок 1. Распределение цинка в почвах Ташкентской области, мкг/г: 1 − Бостанлыкский, 2 − Кибрайский,    
3 − Ташкентский, 4 − 3ангиотинский, 5 − Верхнечирчикский, 6 − Паркентский, 7 − Янгиюльский, 8 − Средне-
чирчикский, 9 − Ахангаранский, 10 − Чиназский, 11 − Нижнечирчикский, 12 – Аккурганский, 13 − Пскентский, 
14 − Букинский, 15 − Бекабадский, Т − Ташкент. 
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В целом, в почвах по Ташкенту наблюдаются 
сравнительно близкие значения найденных 
концентраций элементов, что объясняется 
относительным геохимическим однообразием 
сравнительно ограниченной территории, однако в 
ряде районов города повышено содержание 
цинка, молибдена, брома, никеля, что может быть 
объяснено дальним переносом выбросов 
производств г. Алмалыка. 

Анализ питьевых (водопроводных вод) также 
показал неравномерное распределение значений 
содержания элементов по районам области. 
Вместе с тем все значения находятся в пределах 
предельно допустимой концентрации для 
питьевых вод.  

Выявлены существенные колебания хлора 
(2.6−106 мг/л), сурьмы (0.19−0.87 мкг/л), железа 

(2.8−44 мкг/л), а также урана (1.2−23 мкг/л), что, 
вероятнее всего, является следствием воздейст-
вия как отработанных урановых производств, так 
и выносом урана с промывными водами, содер-
жащегося в фосфорных удобрениях. 

Несмотря на строгий контроль питьевой во-
ды, ее элементный состав по районам города 
Ташкента (табл. 2) также представляется неодно-
родным, возможно, из-за наличия различных ис-
точников водоснабжения. Определенный интерес 
вызывают вариации содержания хлора в питьевой 
воде (1.6−2.8 мг/л), несмотря на то, что техника и 
уровни хлорирования питьевой воды стандарти-
зованы и контролируются. Повышенное содер-
жание железа в питьевой воде города вероятнее 
всего связано с коррозийными процессами в тру-
бах. 

Таблица 2. Среднее содержание элементов в питьевой воде г. Ташкента и Ташкентской области, мкг/л. 

Элемент г. Ташкент Ташкентская 
область ПДК Элемент г. Ташкент Ташкентская 

область ПДК 

Ag <0,01 0,1±0,016 25 La 0,19±0,032 0,6±0,081
As 0,83±0,086 0,80±0,011 10 Lu 0,014±0,0062 0,017±0,0029 
Au 0.015±0.00071 0.026±0.0028 Mg% 0,84±0,062 3,2±0,91 
Ba 95±4.2 65±14 100 Mn 29±1,9 31±9,5 50
Br 3.4±0,17 93±14 200 Mo 3,1±0,27 11±2,5 70 

Ca% 4,3±0,2 15±1,9 - Na% 0,45±0,056 5,2±1,3 20 
Ce 0,36±0,059 0,074±0,011 Ni 4,9±0,79 <1,0 

Cl% 0,19±0,011 3,3±0,79 Rb 0,88±0,1 0,69±0,10 
Co 0,15±0,016 0,29±0,040 100 Sb 0,43±0,044 0,37±0,058 
Cr 1,9±0,15 5,5±1,8 50 Sc 0,050±0,012 0,011±0,0022 
Cs 0,047±0,0080 0,046±0,031 Se <0,01 1,8±0,56 
Eu 0,012±0,0012 0,0036±0,0013 Sr 340±14 1700±540 
Fe 240±39 8,9±2,7 300 Tb 0,0044±0,0011 <0,001
Hf 0,080±0,041 0,01±0,0014 Th 0,057±0,013 <0,01 
Hg <0,01 0,015±0,0055 U 2,2±0,14 10±1,5

Zn 26±3,4 19±3,6 5000

Результаты анализа волос жителей Ташкент-
ской области (табл. 3) показали, что в ряде рай-
онов (8, 9, 15) в 2−3 раза, по сравнению соседни-
ми, повышено содержание хрома (1.4±0.095 
мкг/г), кобальта (0.25±0.015 мкг/г), сурьмы (0.16± 
0.011 мкг/г), урана (0.60±0.041 мкг/г). Элемент-
ный состав волос неоднороден также по районам 
города Ташкента. Отношение максимального зна-

чения к минимальному составляет 50 для бария, 
25 для хлора, 5 для ртути, 15 для калия, 5 для на-
трия, 8 для стронция. По другим элементам раз-
личия меньше, но все же существенны. Предпола-
гается, что это может быть связано с существова-
нием в районах как загрязняющих окружающую 
среду предприятий, так и с условиями труда жи-
телей. 
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Таблица 3. Содержание элементов в волосах жителей Ташкента и Ташкентской области, мкг/г. 

Элемент г. Ташкент Ташкентская 
область 

Референт-
ные 

значения 
Элемент г. Ташкент Ташкентская 

область 

Референт-
ные 

значения 
Ag 0,15±0,044 0,12±0,038 0,1- 0,25 I 4,2±1,1 1,6±0,56 0,8-1,5 
As <0,1 0,13±0,042 0,1-0,3 K 360±99 510±180 800-1000 
Au 0,066±0,026 0,029±0,013 0,02-0,05 La 0,025±0,0019 0,057±0,0059 0,02-0,04 
Ba 33±15 96±61 1,0-5,0 Mn 1,3±0,21 1,8±0,17 0,35-1,0
Br 1,8±0,28 2,7±0,40 1,0-3,0- Na 540±180 1400±550 250-800 
Ca 2200±360 4200±1100 1000-1500 Rb 0,62±0,14 0,42±0,093 0,5-1,0 
Cl 1600±600 4200±1600 1000-2000 Sb 0,084±0,006 0,067±0,0082 <0,2 
Co 0,036±0,0031 0,084±0,019 0,05-0,1 Sc 0,012±0,0047 0,013±0,0013 0,006-0,015
Cr 0,44±0,025 0,50±0,076 0,35-1,0 Se 0,37±0,019 0,30±0,030 0,35-1,0 
Cu 8,8±0,97 12±1,5 15-20 Sr 25±6,6 41±12 <10 
Fe 33±1,5 50±3,7 20-30 U 0,13±0,011 0,18±0,038 <0,3 
Hg 0,066±0,011 0,044±0,0046 0,1-0,3 Zn 227±34 140±6,7 150-250 

Как известно, заболеваемость населения в 
значительной мере связана с состоянием окру-
жающей среды. Для изучения взаимосвязи среды 
обитания и здоровья проведен корреляционный 
анализ между содержанием элементов в объектах 
окружающей среды и заболеваемостью. Получен-
ные от МЗ РУз данные о заболеваемости позво-
лили построить картограммы распределения раз-
личных заболеваний по районам города и облас-
ти, а корреляционный анализ показал, что наблю-
даются значительные корреляции как для лито-
фильных элементов, так и для биологически зна-
чимых микроэлементов, а также для элементов, 
биологическая роль которых мало изучена. 

Так, недостаток никеля в почве может явить-
ся причиной заболеваемости крови и эндокрин-
ной системы (r=−0.63; r=−0.55; доверительная ве-
роятность анализа P=0.95). Избыток токсичной 
сурьмы может привести к увеличению частоты 
психических заболеваний и заболеваний нервной 
системы (r=0.57; r=0.81; доверительная вероят-
ность анализа P=0.95). Избыток цинка (незамени-
мого микроэлемента) может быть связан с ростом 
болезней нервной системы, систем кровообраще-
ния и мочеполовой (r=0.72, r=0.55, r=0.59; 
р<0.05). Избыток редкоземельных элементов 
(биологическая роль которых практически не 
изучена) может привести к поражению пищевари-
тельной системы. В качестве примера на рис. 2 
представлены картограммы распределения цинка 

в почвах и частоты заболеваемости нервной сис-
темы по районам города. 

Рисунок 2. Картограммы распределения цинка в почве, 
мкг/г (верхний рисунок) и болезней нервной системы 
(нижний рисунок) по районам города в усл. ед. 
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Изучение корреляционных зависимостей ме-
жду заболеваемостью и содержанием элементов в 
волосах жителей позволили выявить связь между 
содержанием железа и частотой психических рас-
стройств (r=−0.56; p<0.05). Пониженные содер-
жания кальция, кобальта, калия, натрия (консти-
туционных элементов) и повышенные содержа-
ния цинка и ртути в волосах жителей могут быть 
связаны с заболеваниями эндокринной системы. 
Обнаружена положительная связь между содер-
жанием меди и заболева-ниями системы крове-
творения (r=−0.59; p<0.05). Заболевания системы 
пищеварения связаны с недостатком таких неза-
менимых элементов, как кобальт и цинк (r=−0.53; 
r=−0.59 соответственно при p<0.05). 

V. Заключение 

На основе разработанной инструментальной 
нейтронно-активационной методики проведен 
анализ почв, питьевых вод и волос жителей Таш-
кента и Ташкентской области. Рассчитаны сред-
ние содержания элементов в почве, питьевой воде 
и волосах жителей. Установлено крайне неравно-
мерное распределение элементов в составе объек-
тов на исследуемых территориях. Выявлены тех-
ногенно-напряженные районы, что обусловлено 
деятельностью промышленных предприятий. 
Проведен корреляционный анализ между иссле-
дуемыми объектами и заболеваемостью. Для не-
которых заболеваний найдены статистически зна-
чимые корреляции для Na, K, Ca, Co, Fe и Zn в 
волосах.  

Проведенный анализ показал, что возникно-
вение заболеваний тех или иных систем человека 
находится в прямой зависимости от состояния ок-
ружающей среды, уровня и характера ее загряз-
нения. 

Метаданные 
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Мақолада Тошкент вилояти ва Тошкент шахри атроф-мухит 
объектларини инструментал нейтрон-активацион тахлил 
қилиш бўйича олинган натижалар келтирилган. Саноат 
корхоналари атрофидаги тупроқ, сув ва шу худудда яшовчи 
ахоли соч намуналарида макро- ва микроэлементлар таркиби 
бўйича янги маълумотлар олинган ва шу худудда яшовчи 
ахоли саломатлигига таъсири бахоланган. 
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макро- ва микроэлементлар, тупроқ, сув, соч, нейтронлар 
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Влияние нейтронного излучения на электропроводность 
алюминиевого сплава САВ-1 
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Исследована электропроводность конструкционного сплава САВ-1, облученного быст-
рыми нейтронами флюенсом 1017–1019 н/см2 в диапазоне температур 290–480 К. Уста-
новлена нелинейная зависимость удельного сопротивления от дозы и температуры. По-
казано, что чем больше доза облучения конструкционного материала САВ-1, чем боль-
ше флюенс нейтронов, тем больше образуются в кристаллической решетке пары Френ-
келя, вакансии и междоузельные атомы, и они уменьшают электропроводность мате-
риала. 
Ключевые слова: электропроводность, сплав САВ-1, быстрые нейтроны, флюенс, удельное со-
противление, доза, кристаллическая решетка, пары Френкеля, точечные дефекты. 

The electrical conductivity of the SAV-1 structural alloy, irradiated with fast neutrons with a 
fluence of 1017–1019 n/cm2, was investigated in the temperature range 290–480 K. A nonlinear 
dependence of the specific resistivity on dose and temperature was established. It is shown that 
the higher the irradiation dose of the SAV-1 structural material, the higher the neutron fluence, 
the more Frenkel pairs, vacancies and interstitial atoms, are formed in the crystal lattice, and 
they reduce the electrical conductivity of the material. 
Keywords: electrical conductivity, SAV-1 alloy, fast neutrons, fluence, resistivity, dose, crystal lattice, 
Frenkel pairs, point defects.

DOI: https//doi.org/10.52304/.v23i4.291

I. Введение 

В последнее время во всем мире вырос 
интерес исследователей к реакторным 
материалам. В значительной степени безопас-
ность и экономичность эксплуатируемых ядерных 
реакторов определяется поведением конструкци-
онных материалов. В качестве конструкционных 
материалов в активной зоне большинства 
исследовательских реакторов используется сплав 
алюминия САВ-1 [1]. В сплавах под действием 
облучения развиваются различные радиационно-
индуцированные структурные превращения, 
которые определяют изменение свойств матери-
алов в процессе облучения и во многом опреде-
ляют их радиационную повреждаемость [2, 3]. 
Эти процессы непосредственно связаны со свобод 

ной миграцией точечных дефектов, генерируемых 
облучением. При нейтронном облучении, наряду 
со свободно мигрирующими дефектами, возника-
ют также вакансионные кластеры. Диффузионная 
длина мигрирующих радиационных дефектов 
зависит от типа и концентрации стоков точечных 
дефектов, которыми могут служить дислокации, 
вакансионные кластеры, межфазные границы. 
Одной из структурно чувствительных характери-
стик является электропроводность, величина 
которой может определять степень радиацион-
ного воздействия [4, 5].  

II. Методика эксперимента

Исследования проводили на образцах алю-
миниевого сплава САВ-1 промышленной постав-
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ки, имеющих цилиндрическую форму диаметром 
8 мм и длиной 100 мм. Процентное соотношение 
элементов, входящих в состав сплава САВ-1, ана-
лизировали с помощью рентгеновского микро-
анализатора «Jeol» JSM 5910 IV (Япония). Плот-
ность образцов САВ-1 определяли с погрешно-
стью 0.1% по измерениям их массы на аналитиче-
ских весах и линейных размеров с помощью мик-
рометра. 

Для облучения быстрыми нейтронами образ-
цы размещали в вертикальном канале исследова-
тельского реактора ВВР-СМ ИЯФ АН РУз [1]. 
Плотность потока быстрых нейтронов (Е>0.1 

MeV) в канале составляла 3.3×1012 н/см2с. Темпе-
ратуру в канале поддерживали равной 318 K. 

Величину электрического сопротивления 
образцов сплава САВ-1 измеряли четырехзон-
довым компенсационным методом при токе 1 mA. 
Удельное электрическое сопротивление ρ 
определяли из соотношения: 

эт

эт

UR S
U L

ρ = ,         (1) 

где U и Uэт − падение напряжения на измеряемом 
и эталонном образцах, Rэт – сопротивление эта-
лонной катушки, равное 0.01 Ом, S и L – 
соответственно поперечное сечение и длина 
образца. Погрешность определения ρ составляла 
примерно 0.1%. 

Зависимость электрического сопротивления 
образцов САВ-1 от температуры исследовали с 
помощью печи электросопротивления в диапазо-
не 290–490 K. Температуру в печи изменяли со 
скоростью 2−5 K/мин и контролировали хромель-
алюмелевой термопарой. Измерения проводили в 
режиме нагревания и охлаждения через 25 K с 
выдержкой 30 мин в каждой точке измерения. 
При этом температуру в измерительной камере 
поддерживали регулятором температуры в преде-
лах ±0.5 K. 

III. Результаты эксперимента и расчета

По результатам измерения массы и объема 
образцов определена плотность сплава, которая в 
среднем составила 2.88 г/см3. Согласно рентгено-
графическому анализу, массовая доля основных 
элементов алюминия, кремния и магния в сплаве 
САВ-1 составила соответственно 97.6, 2.09 и 
0.07%,. Массовая доля примеси железа составила 
0.05%, никеля 0.04%, меди и цинка по 0.03%. 
Доля остальных примесей (B, Cd, Na, Ti и др.) 

составила менее 0.01% (в сумме менее 0.08%). 
Анализ показал также, что сплав САВ-1, как и 
чистый алюминий, имеет гранецентрированную 
кубическую структуру со средним параметром 
решетки а = 4.066 Å, который на 0.6% больше 
параметра решетки эталонного образца алюминия 
(4.0414.Å). 

Такое различие легко объясняется, если 
предположить, что сплав САВ-1 представляет 
собой твердый раствор внедрения, поскольку 
кремний и магний не образуют химических 
соединений с алюминием [6]. Легирующие атомы 
кремния и магния располагаются в междоузлиях 
кристаллической решетки, увеличивая размер 
элементарной ячейки. 

Для подтверждения указанного предполо-
жения рассчитана концентрация атомов n каждого 
изотопа (см. таблицу) в чистом алюминии и в 
исследованном сплаве САВ-1 по формуле: 

 
 

1 1

m m
i

i A i
i

An n N= = ρ
µ

∑ ∑ ,                           (2)

где NA – число Авогадро, µi – молярная масса со-
ответствующего элемента, входящего в состав 
сплава с массовой долей Ai. В результате получе-
на общая концентрации всех атомов n в сплаве и 
чистом алюминии, равная соответственно 
6.41×1022 cm−3 и 6.02×1022 cm−3.  

Таблица. Элементный состава образца САВ- 1 

Cплав Элементный состав (% вес) 
Al Si Mg Ni Fe Сu 

САВ-1 97.6 2.09 0.1 0.04 0.14 0.03 

Зависимости удельного сопротивления спла-
ва САВ-1 от температуры и дозы облучения при-
ведены на рис. 1, 2 и 3. 

300 350 400 450 500

3

4

5

ρ,
 1

0−8
 Ω

 m

T, K

Рисунок 1. Температурная зависимость удельного со-
противления необлученного сплава САВ-1. 
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Видно, что в исследованном диапазоне тем-
ператур электрическое сопротивление в необлу-
ченном образце сплава САВ-1 увеличивается с 
темпертатурой линейно.  

Рисунок 2. Зависимость удельного сопротивления 
сплава САВ-1 от флюенса нейтронов при температурах 
298 K (1), 323 K (2), 373 K (3), 423 K (4) и 473 K (5). 

Из рис. 2 видно, что в исследованном 
диапазоне флюенсов нейтронов удельное 
сопротивление сплава САВ-1 при всех 
температурах изменяется относительно слабо. 
При комнатной температуре оно практически не 
меняется с флюенсом (зависимость 1), 
увеличиваясь всего на 4%. Наибольшее 
изменение удельного сопротивления составляет 
30% при температуре 473 K (зависимость 5). 

Рисунок 3. Относительное изменение удельного со-
противления сплава САВ-1 от температуры при флю-
енсах 1017 (1),  1018  (2) и 1019 cm-2 (3). 

На рис. 3 наблюдаются максимумы, 
положение которых смещается при изменении 
дозы облучения. 

Исследования показали также, что удельное 
сопротивление сплава САВ-1, не подвергнутого 
облучению, возрастает с температурой линейно, и 
нелинейно в образцах, получивших различные до-
зы нейтронного облучения. 

IV. Анализ экспериментальных данных

В кристаллах твердых растворов внедрения 
атомы растворенных элементов располагаются в 
межатомных промежутках кристаллической 
решетки и приводят к местным искажениям 
кристаллической структуры сплава. Как 
следствие, увеличивается средний период 
решетки, что и наблюдается на опыте в алюми-
ниевых сплавах [5, 7]. Искажения, вносимые в 
матрицу атомами внедрения, относительно 
велики из-за малых размеров пор [7], в которых 
размещаются примесные атомы магния и кремния, 
поэтому увеличение объема искаженной ячейки 
значительно [5]. В результате конкретная 
конфигурация кристаллической решетки сплава 
характеризуется тем, что одни поры заняты, а 
другие свободны. Поэтому раствор внедрения 
можно рассматривать как трехкомпонентную 
систему из металлических и внедренных атомов и 
пустых пор [6-9]. 

Температурная зависимость электропровод-
ности сплавов должна определяться зависимо-
стью подвижности носителей от температуры. В 
сплавах периодичность потенциала кристалличе-
ской решетки, нарушаемая тепловыми колеба-
ниями, дополнительно нарушается беспорядочно 
распределенными атомами примесей. Это приво-
дит к дополнительному рассеянию носителей за-
ряда и уменьшению их подвижности [10, 11]. В 
результате величина удельного сопротивления 
сплава, как правило, выше удельного сопротивле-
ния металла, составляющего его основу, посколь-
ку к сопротивлению ρТ, обусловленному рассея-
нием на тепловых колебаниях решетки, добавля-
ется остаточное сопротивление ρост, вызванное 
структурными дефектами.  

Согласно правилу Маттиссена об аддитивно-
сти сопротивления [12], общее удельное сопро-
тивление определяется их суммой 

ρ = ρост + ρТ.        (3) 
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При этом температурный коэффициент 
сопротивления сплава αспл можно представить в 
виде [13]: 

спл
ост

1 T

T

d
dT
ρ

α =
ρ + ρ

.          (4) 

Выражение (4) получено в предположении о 
независимости ρост от температуры. Видно, что 
температурный коэффициент сопротивления 
сплава должен быть меньше α для чистого 
металла, причем тем меньше, чем больше ρост 
отличается от ρТ. После простых преобразований 
из выражения (4) получается соотношение, 
позволяющее определить ρост для сплава: 

спл
спл

спл
T

α − α
ρ = ρ

α
.         (5) 

Расчет по формуле (5) с использованием 
литературных данных по α = 0.0038 K−1 и ρТ = 
2.7×10−8 Ω⋅m для чистого алюминия [12] и 
значения αспл = 0.00354 K−1 для необлученного 
сплава САВ-1, определенного экспериментально 
(рис. 1), дал значение ρспл = 2.9×10−8 Ω⋅m, которое 
хорошо совпадает с экспериментальным 
значением ρспл = 2.88×10−8 Ω⋅m для необлученного 
сплава САВ-1 в исследованном диапазоне 
температур. 

V. Заключение 

Таким образом, анализ полученных экспери-
ментальных результатов позволил установить, что 
сплав САВ-1 по своей структуре является твер-
дым раствором внедрения и что удельное сопро-
тивление сплава изменяется нелинейно как от 
температуры, так и от дозы облучения. При этом с 
ростом флюенса нейтронов отклонение от линей-
ной зависимости и соответственно скорость роста 
сопротивления сплава с температурой увеличи-
ваются. Чем больше флюенс нейтронов при облу-
чении конструкционного материала САВ-1, тем 
больше образуются в кристаллической решетке 
пары Френкеля, вакансии и междоузельные ато-
мы, и соответственно уменьшается электропро-
водность материала. 

Метаданные 

Influence of neutron radiation on the electrical 
conductivity of the SAV-1 aluminum alloy 
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The electrical conductivity of the SAV-1 structural alloy, 
irradiated with fast neutrons with a fluence of 1017–1019 
n/cm2, was investigated in the temperature range 290–480 
K. A nonlinear dependence of the specific resistivity on 
dose and temperature was established. It is shown that the 
higher the irradiation dose of the SAV-1 structural materi-
al, the higher the neutron fluence, the more Frenkel pairs, 
vacancies and interstitial atoms, are formed in the crystal 
lattice, and they reduce the electrical conductivity of the 
material. 
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Алюмин қотишмаси САВ-1 нинг электр 
ўтказувчанлигига нейтрон нурланишининг 
таъсири 

Ш.А. Алиқулов, С.А. Байтелесов, Ф.Р. Кунгуров, 
Д.П. Таджибаев, Д.Д. Тожибоев 
Ўзбекистон Республикаси Фанлар Академияси ядро физика-
си институти, Хуросон кўчаси, 1-уй., 100214, Тошкент, 
Ўзбекистон 

1017–1019 н/см2 флюенсларда нурлантирилган САВ-1 
қотишмасини 290-480 К ҳароратлар оралиғида электр 
ўтказувчанлиги тадқиқ қилинди. Солиштирма 
қаршиликнинг ҳароратга ва дозаларга  чизиқли 
бўлмаган боғлиқлиги ўрганилди. САВ-1 қобиқ 
материалининг нурланиш дозаси  қанчалик катта 
бўлса, нурланиш оқими қанчалик кўп бўлса, шунча кўп 
кристалл панжарада Франкел жуфтлари – вакансиялар 
ва тугунлараро атомлар хосил бўлади ва улар 
материалнинг электр ўтказувчанлигини камайтириши 
кўрсатилди. 

Калит сўзлар. электр ўтказувчанлик, САВ-1 қотишмаси, тез 
нейтронлар, флюенслар, қаршилик, доза, кристалл панжара, 
Френкел жуфт, вакансиялар ва тугунлараро атомлар, 
нуқтавий нуқсонлар. 
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Экспериментальное обоснование эффективности 
использования метода спектроскопии КР в процессе 
комплексных аналитических исследований 
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В работе продемонстрирована высокая эффективность использования Раман спектро-
метра при проведении комплексных исследований в составе аналитического оборудова-
ния. На примере анализа спектров КР образцов карбида кремния, по наличию спек-
тральных полос 194, 777 и 827 см−1, определена принадлежность образца монокристал-
лического карбида кремния к 4Н политипу. Спектры КР образцов селенида кадмия ис-
пользовали для контроля за аморфной и кристаллической фазами в пленках селенида 
кадмия. Отжиг образца селенида кадмия при температуре 800°С приводит к значитель-
ному уменьшению интенсивности спектральной полосы, соответствующей аморфной 
составляющей. Характерные изменения, происходящие в монокристаллическом крем-
нии в процессе имплантации бора с разной концентрацией, исследованы также методом 
спектроскопии КР. Детально рассмотрены уширения и смещения пика по частоте, сви-
детельствующие о возникновении напряжений, деформаций и дефектов в кристалличе-
ской решетке, являющихся результатом процесса ионной имплантации бора.  
Ключевые слова: комплексные аналитические исследования, спектрометрия комбинационного 
рассеяния, политипы кристаллов, аморфный кремний, процесс имплантации. 

The high efficiency of using the Raman spectroscopy method in complex investigations of a 
number of physical properties of research objects has been demonstrated. On the example of 
the analysis of the Raman spectra of silicon carbide samples, by the presence of spectral bands 
at 194 cm−1, 777 cm−1, and 827 cm−1, it was determined that the sample of single-crystal sili-
con carbide belongs to the 4H polytype.The Raman spectra of cadmium selenide samples were 
used for monitoring the amorphous and crystalline phases in cadmium selenide films. It is 
shown that annealing of a cadmium selenide sample at a temperature of 800°C leads to a sig-
nificant decrease in the intensity of the spectral band corresponding to the amorphous compo-
nent. The characteristic changes occurring in single-crystal silicon during implantation with 
boron with different concentrations have been investigated by Raman spectroscopy. The issue 
of the observed broadening and frequency shift of the peak, which indicates the appearance of 
stresses, deformation, and defects in the crystal lattice, resulting from the process of ion im-
plantation of boron, is considered in detail. 

Keywords: complex analytical studies, Raman spectrometry, crystal polytypes, amorphous silicon, im-
plantation process.

DOI: https//doi.org/10.52304/.v23i4.292 

I. Введение Получение наиболее полной информации о 
качественных и количественных характеристиках 
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исследуемых объектов, как правило, обеспечивает-
ся в рамках комплексных аналитических исследо-
ваний. Эффективность таких исследований во мно-
гом зависит как от правильного выбора применяе-
мых методов, так и от аналитических возможно-
стей используемого оборудования. В связи с этим 
в процессе подготовки к комплексным аналитиче-
ским исследованиям необходимо произвести вы-
бор приборов, оптимально соответствующих по 
возможностям своих технических характеристик 
требованиям решаемой задачи. 

В качестве одного из наиболее универсальных 
вариантов такого выбора в настоящей работе рас-
сматриваются возможности метода спектроскопии 
комбинационного рассеяния, реализуемые с по-
мощью InViaRaman спектрометра производства 
компании «Renishaw», Великобритания. 

Спектральный, или спектроскопический ана-
лиз − это физический или физико-химический ме-
тод установления химического состава и строения 
соединения, основанный на рассмотрении различ-
ных спектров атомов или молекул [1-8]. Данный 
анализ используется для изучения химических и 
физических особенностей веществ на фоне испус-
кания или поглощения света. Одним из основных 
направлений таках исследований является качест-
венный или количественный анализ изучаемых об-
разцов [1, 2]. 

Сложность качественного спектрометрическо-
го анализа связана с наличием большого количест-
ва спектральных линий на аналитической спектро-
грамме. Процесс расшифровки и идентификации 
такой спектрограммы осуществляется благодаря 
наличию различных спектральных атласов с эта-
лонными спектрами испускания и поглощения 
большого числа элементов, с указанием длин волн 
и относительных интенсивностей линий.  

Задача количественного анализа – определе-
ние реального содержания конкретных элементов в 
анализируемом образце. При этом в методе коли-
чественного спектрального анализа используется 
тот факт, что интенсивность аналитической линии 
возрастает с увеличением содержания соответст-
вующего элемента в исследуемом образце.  

Как известно, спектроскопия комбинационно- 
го рассеяния (КР), так называемая рамановская 
спектроскопия, является спектроскопическим ме-
тодом, предназначенным для изучения враща-
тельных, колебательных и прочих низкочастотных 
мод анализируемого вещества в спектральном ин-
тервале, примерно, от 2 до 4000 см−1.  

Метод основан на явлении неупругого (ком-
бинационного, рамановского) рассеяния монохро-
матического света в видимом, ближнем ИК или 
ближнем УФ, диапазонах. Спектроскопия комби-
национного рассеяния дает бесценную возмож-
ность получения «отпечатков пальцев» молекул с 
помощью соответствующих аналитических иссле-
дований. В рамках таких исследований также воз-
можен анализ изменений, происходящих в струк-
туре молекулярных связей, связанных с изменени-
ем состояния, деформацией и напряжениями. 

Метод КР напоминает инфракрасную спек-
троскопию, но обладает рядом положительных 
особенностей, таких как: 

− неразрушающий, бесконтактный метод; 
− полное отсутствие пробоподготовки; 
− возможность регистрировать спектры ве-

ществ, находящихся в прозрачной для лазерного 
излучения упаковке; 

− получение спектров объектов (доменов) 
размером от 1 мкм; 

− прямая регистрация спектров от 5−10 см−1 
до 4000 см−1 без пробоподготовки и в присутствии 
воды. 

Изучение возможностей методик исследова-
ний, проводимых с использованием Раман спек-
трометра, осуществлялось нами в процессе прове-
дения целого ряда экспериментов, причем для ши-
рокого круга исследуемых объектов и для самых 
различных областей применения. Результаты таких 
исследований представлены в настоящей работе. 

II. Исследования и анализ результатов

Спектры комбинационного рассеяния моно-
кристаллов карбида кремния различных политипов 
исследовались достаточно подробно в работах ря-
да авторов, к примеру [9, 10].  

Хотя разные модификации кристаллов SiC 
мало отличаются по значениям многих парамет-
ров, так как представляют собой одинаковые слои 
кремния и углерода, составленные в несколько от-
личном порядке, что затрудняет их идентифика-
цию по политипу, применяемый авторами метод 
комбинационного рассеяния позволял, за счет чув-
ствительности метода к длительности кратных пе-
риодов в кристаллической решетке, четко фикси-
ровать линии, соответствующие определенному 
политипу монокристаллов SiC. 

Следует отметить, что метод комбинационно-
го рассеяния позволяет выявить наличие даже ма-
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Рисунок 3. Спектр комбинационного рассеяния образца 
монокристаллического кремния с пленочным покрыти-
ем из селенида кадмия CdSe, нанесенным методом ва-
куумного испарения, подвергнутого процедуре после-
дующего отжига в вакууме при температуре 800°С. 

Следует отметить, что уширение полос ком-
бинационного рассеяния, как правило, свидетель-
ствует о структурных особенностях, в частности, 
степени кристалличности и качестве кристаллов, в 
нашем случае – структуры пленки селенида кад-
мия. 

Последующий отжиг исследуемого образца 
при температуре порядка 800°С приводит к видо-
изменению соответствующего спектра комбинаци-
онного рассеяния (рис. 3), что свидетельствует о 
существенном восстановлении кристаллической 
структуры пленочного покрытия.  

При необходимости, анализируя рамановский 
спектр селенида кадмия, можно определить соот-
ношение аморфной и кристаллической состав-
ляющих в структуре пленки. Для этого достаточно 
вычислить интегральные интенсивности спек-
тральных полос, соответствующих кристалличе-
скому и аморфному пикам. 

Методом спектрометрии КР нами исследова-
ны и образцы монокристаллического кремния, им-
плантированные бором с разной концентрацией.  

На рис. 4 представлен спектр комбинационно-
го рассеяния образца чистого монокристалличе-
ского кремния. На рис. 5 представлен спектр ком-
бинационного рассеяния образца монокристалли-
ческого кремния, имплантированного бором с кон-
центрацией CB=1.4×1014 cm−3. На рис. 6 представ-
лен спектр комбинационного рассеяния образца 
монокристаллического кремния, имплантирован-
ного бором с концентрацией CB=4.55×1014 cm−3. 

Рисунок 4. Спектр КР монокристаллического кремния, 
не прошедшего процедуру имплантации бором. 

Рисунок 5. Спектр комбинационного рассеяния образца 
монокристаллического кремния, имплантированного 
бором с концентрацией CB=1.4×1014 cm−3. 

Рисунок 6. Спектр комбинационного рассеяния моно-
кристаллического кремния с концентрацией бора 
CB=4.55×1014 cm−3. 
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Анализируя полученные результаты, следует 
отметить, что в спектрах наблюдается изменение 
формы пика и его положения с характерной зави-
симостью от роста концентрации имплантирован-
ного бора.  

Для более детального изучения наблюдаемых 
изменений спектра у каждого из этих спектров бы-
ли определены интегральные интенсивности двух 
областей спектральной полосы монокристалличе-
ского кремния, расположенных слева (Region0) и 
справа (Region1) от частоты, соответствующей 
максимальной интенсивности пика, шириной              
4 сm−1 каждая. 

Очевидно, что сопоставляя значения отноше-
ний интегральных интенсивностей Region0 к соот-
ветствующим интегральным интенсивностям 
Region1, определенным для каждого спектра, мож-
но получить важную информацию о имеющих ме-
сто изменениях пика монокристаллического крем-
ния. 

В процессе анализа было определено, что зна-
чения отношений интегральных интенсивностей 
Region0 к соответствующим интегральным интен-
сивностям Region1 для чистого кремния составля-
ют 1.012 для кремния, имплантированного бором с 
концентрацией CB=1.4×1014 cm−3, и 1.133 для крем-
ния, имплантированного бором с концентрацией 
CB=4.55×1014 cm−3; отношение составляет 1.201. 

Регистрируемый рост значения отношений 
интегральных интенсивностей подтверждает на-
блюдаемое нами для спектров образцов монокри-
сталлического кремния, имплантированных бором, 
уширение пика с изменением его симметрии.  

При этом наблюдается сдвиг пика по частоте 
и увеличение полуширины пика монокристалличе-
ского кремния, от образца чистого кремния, к об-
разцам, имплантированным бором, с характерной 
зависимостью от роста концентрации имплантиро-
ванного бора. 

Все зарегистрированные нами изменения 
спектров комбинационного рассеяния образцов 
монокристаллического кремния, такие как измене-
ние формы пика кремния и его смещение по часто-
те в спектре комбинационного рассеивания, явля-
ются результатом процесса ионной имплантации 
бора, приводящего к возникновению целого ряда 
факторов, влияющих на характеристики исследуе-
мых образцов, напряжения, деформации и дефек-
тов, в кристаллической решетке образца монокри-
сталлического кремния.  

Таким образом, полученные результаты на-

глядно демонстрируют возможность использова-
ния метода комбинационного рассеяния для кон-
троля за такого рода изменениями в исследуемых 
образцах.  

Представленные в настоящей работе аналити-
ческие возможности спектрометрии КР были эф-
фективно использованы нами в процессе целого 
ряда исследований, проводимых с помощью InVia 
Raman спектрометра [14-17].  

III. Заключение

На основании результатов проведенных ис-
следований продемонстрирована высокая эффек-
тивность использования метода спектроскопии КР 
при проведении комплексных исследований. 

Анализ спектров комбинационного рассеяния 
образцов карбида кремния, полученных с исполь-
зованием InVia Raman спектрометра, показал при-
сутствие спектральных полос, соответствующих 
194 см−1, 777 см−1 и 827 см−1, что обеспечило воз-
можность определения принадлежности образца 
монокристаллического карбида кремния к 4Н по-
литипу. 

На примере исследования образцов селенида 
кадмия показана возможность контроля за наличи-
ем аморфной и кристаллической фаз в пленках се-
ленида кадмия методом комбинационного рассея-
ния. Получено, что отжиг образца селенида кадмия 
при температуре 800°С приводит к значительному 
уменьшению интенсивности спектральной полосы, 
соответствующей аморфной составляющей в спек-
тре комбинационного рассеяния селенида кадмия. 

Результаты исследования образцов монокри-
сталлического кремния, имплантированных бором 
с разной концентрацией, проведенные с использо-
ванием спектроскопии КР, обеспечили возмож-
ность оценки влияния процесса имплантации бора 
на характеристики образцов. Так, если величина 
отношения интегральной интенсивности левой 
(Region0) области спектральной полосы к правой 
(Region1) для образца чистого кремния составила 
1.012, то для образца кремния, имплантированного 
бором с концентрацией CB=1.4×1014 cm−3 составила 
1.133, а для образца кремния, имплантированного 
бором с концентрацией CB=4.55×1014 cm−3; соста-
вила 1.201. Соответствующее этому несимметрич-
ное уширение пика, а также наблюдаемое смеще-
ние пика по частоте свидетельствуют о возникно-
вении напряжений, деформаций и дефектов в кри-
сталлической решетке, являющихся результатом 
процесса ионной имплантации бора.  
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Данные результаты, представляющие лишь 
часть аналитических возможностей метода комби-
национного рассеяния для исследования самых 
различных объектов, наглядно демонстрируют эф-
фективность использования метода КР в процессе 
комплексных аналитических исследований. 

Метаданные 

Experimental substantiation of the efficiency 
of using the Raman spectroscopy method in 
the complex analytical studies 
V.M. Rotshteyn, Kh.B. Ashurov, R.Kh. Ashurov 
Arifov Institute of Ion-Plasma and Laser Technologies of 
Uzbekistan Academy of Sciences, Durmon yuli st. 33, 
100125, Tashkent, Uzbekistan 

The high efficiency of using the Raman spectroscopy me-
thod in complex investigations of a number of physical 
properties of research objects has been demonstrated. On 
the example of the analysis of the Raman spectra of silicon 
carbide samples, by the presence of spectral bands at 194 
cm−1, 777 cm−1, and 827 cm−1, it was determined that the 
sample of single-crystal silicon carbide belongs to the 4H 
polytype.The Raman spectra of cadmium selenide samples 
were used for monitoring the amorphous and crystalline 
phases in cadmium selenide films. It is shown that anneal-
ing of a cadmium selenide sample at a temperature of 
800°C leads to a significant decrease in the intensity of the 
spectral band corresponding to the amorphous component. 
The characteristic changes occurring in single-crystal sili-
con during implantation with boron with different concen-
trations have been investigated by Raman spectroscopy. 
The issue of the observed broadening and frequency shift 
of the peak, which indicates the appearance of stresses, de-
formation, and defects in the crystal lattice, resulting from 
the process of ion implantation of boron, is considered in 
detail. 

Keywords: complex analytical studies, Raman spectro-
metry, crystal polytypes, amorphous silicon, implantation 
process 
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Комплекс аналитик тадқиқотлар жараёни-
да Раман спектроскопияси усулидан фой-
даланиш самарадорлигини экспериментал 
асослаш 

В.М. Ротштейн, Х.Б. Ашуров, Р.Х. Ашуров 
У.А. Арифов номидаги ион-плазма ва лазер техноло-
гиялари институти, Дўрмон йўли кўчаси 33, 100125, 
Тошкент, Ўзбекистон. 

Aмалга оширилган тадқиқотлар натижаларига 
кўра, комплекс тадқиқотлар ўтказишда Раман 
спектроскопияси усулидан фойдаланишнинг 
юқори самарадорлиги намоён бўлди. Кремний 
карбид намуналарининг Раман спектрларини 
таҳлил қилиш мисолида 194 см-1, 777 см-1 ва 827 
см-1 спектрал чизиқлар мавжудлиги билан 4H по-
литипига тегишли бир кристалли кремний карбид 



76       В.М. Ротштейн, Х.Б. Ашуров, Р.Х. Ашуров 

©Академия наук Республики Узбекистан, 2021 г. 

намунаси аниқланди. Кадмий селенид намунала-
рининг Раман спектрлари кадмий селенид плён-
каларида аморф ва кристалл фазаларни кузатиш 
учун ишлатилган. 800°C ҳароратда кадмий селе-
нид намунасини қиздирилиши аморф компонент-
га мос келадиган спектрал чизиқнинг интенсивли-
гини сезиларли даражада пасайишига олиб кели-
ши кўрсатилган. Ҳар хил концентрацияли бор би-
лан имплантация пайтида монокристалли крем-
нийда юзага келадиган характерли ўзгаришлар 
Раман спектроскопияси билан ўрганилди. Бор-
нинг ион имплантацияси жараёнидан келиб 
чиқадиган кучланишлар, деформациялар ва кри-
сталл панжарадаги нуқсонларнинг пайдо 
бўлишини кўрсатадиган чўққининг кузатилган 
кенгайиши ва частотасининг силжиши масаласи 
кўриб чиқилди. 
Калит сўзлар: комплекс аналитик тадқиқотлар, Раман спек-
трометрияси, кристалл политиплари, аморф кремний, им-
плантация жараёни 
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